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Mémoire   de  i^rornrtric   analytique  ; 
Par   m    LAGUERRE 


SECTION  PREMIERE. 

ÉQUATION    MIXTE    d'uNE    COURBE. 

I .  Je  supposerai,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  les  différentes  figures 
que  j'aurai  à  considérer  rapportées  à  un  système  de  coordonnées  rec- 
tilignes  quelconque. 

Soient  une  courbe  arbitraire  C  tracée  dans  un  plan,  et  M  un  point 
([uelconque  de  ce  plan  ;  j'appelle  j:  et  j^  ses  coordonnées. 

Menons  du  point  M  une  tangente  à  la  courbe,  et  soit  k  le  coefficient 
angulaire  de  cette  tangente;  la  quantité  k  (qui  généralement  est  su.s- 
ceptible  de  plusieurs  valeurs)  est  une  fonction  des  coordonnées  va- 
riables X  et  y. 

Cette  fonction,  il  est  facile  de  le  voir,  ne  peut  être  prise  arbitraire- 
ment et  doit  satisfaire  à  une  équation  aux  différences  partielles  linéaire 
et  du  premier  ordre,  ipi'on  peut  établir  de  la  façon  suivante. 

Appelons,  pour  un  instatjt,  X  et  Y  les  coordonnées  courantes  de  la 
tangente  menée  du  point  M  à  la  courbe;  son  équation  sera 

(i)  Y-  r  =  A-(X-.r). 

Tome  XVll  i^-i'  iérie,.  —  JA^V1EP,  i»;2.  I 
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Pour  que  les  tiifférentes  droites  représentées  par  celte  équation,  lors- 
qu'on y  fait  varier  x  et  j,  enveloppent  une  courbe,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  droite  obtenue,  en  remplaçant  le  point  M  par  un  point  infini- 
ment voisin,  coupe  la  première  en  un  point  fixe,  quelle  que  soit  la 
direction  du  déplacement;  il  est  clair,  d'ailleurs,  que  ce  point  fixe  est 
le  point  de  contact  de  la  tangente  avec  la  courbe. 

Différentions  successivement  l'équation  (i),  par  rapport  k  .r  et  j, 
en  supposant  X  et  Y  constantes;  il  vient 

-o  =  |(X-.r)-A-     et      -,=  ;^(X~^). 

D'où,  en  éliminant  X  —  J:  entre  ces  deux  relations, 

—  -t-  A  —  =  o. 

d.r  dy 

Telle  est  l'équation  aux  différences  partielles  à  laquelle  doit  satisfaire 
!a  fonction  A",  pour  qu'elle  représente  le  coefficient  angulaire  d'une 
tangente  menée  du  point  [pc,  y)  à  une  courbe  quelconque  tracée  dans 
le  plan. 

Cette  équation  a  pour  intégrale  générale 

la  caractéristique/désignant  une  fonction  arbitraire  de  la  variable;  et, 
telle  est  en  termes  finis,  la  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  k. 
Il  est  facile  de  trouver  directement  cette  relation.  En  effet, 

Y  -j=:  A:(X  -  x) 

étant  l'équation  de  la  tangente  menée  du  point  M  à  la  courbe,  y  —  kx 
est  l'ordonnée  du  point  où  cette  tangente  coupe  l'axe  des  )  ;  la  valeur 
de  cette  ordonnée  ne  dépend  évidemment  que  de  la  valeur  de  k.  On  a 

donc 

y-kx^j\k). 

2.   Lorsque  la  courbe  donnée  est  algébrique, y| A)  est  généralement 
une  irrationnelle  susceptible  de  m  valeurs  et   racine  d'une  équation 
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algébrique  de  degré  m.  Cette  équation  est  d'ailleurs  irréductible  si 
la  courbe  ne  se  découipose  pas  en  courbes  de  degré  inférieur. 
k  satisfait  donc  à  une  équation  de  la  forme 

( 2  )     A„  f  r  —  kx)'"  +  A ,  (j  —  A'.r )'"-•  + . . .  +  A,„_,  [j  —  kx]  +  A,„  =  o, 

Aq,  a,,...,  A,„  désignant  des  polynù:i.es  entiers  en  A  d'un  degré  quel- 
conque. 

Le  non)l)ro  m  indique  combien  on  peut  mener  de  droites  tangentes 
à  la  conrbe  et  parallèles  à  nne  direction  donnée.  Quant  à  la  classe  de 
la  courbe,  elle  est  indiquée  par  le  degré  en  k  de  l'équation  précédente, 
degré  qui  est  généralement  égal  à  /«,  mais  qui  peut  lui  être  supérieur 
lorsque  la  combe  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini. 

Ce  cas  particulier  mis  de  côté,  on  voit  que,  dans  l'équation  (2), 
Aoest  un  nombre  que  l'on  peut  supposer  égal  à  l'unité,  et  A,,  A2,...,  A,„ 
<les  polynômes  entiers  en  k  et  respectivement  des  degrés  i,  2,...,  m. 

Si,  pour  rendre  l'équation  bomogène,  nous  posons 

on  voit  que  la  relation  précédente  peut  être  mise,  pour  une  courbe  de 
classe  72,  sous  la  forme 

/  o  =  {Ij  —  ij.x)"-h  n{M  +  B^u.  i(X>  —  ij.jc}"-' 

^     '  {  n[n—  l)  .    .,,  ,.  „,  ..  ,„    „ 

/  H («>.-+  2p/a  -f-  7[J(.-)(\)'  —  fj(..r )""--(-..., 

ou  encore,  en  réunissant  dans  \\u  même  terme  les  coefficients  de  la 
même  puissance  de  /, 

rtX"  H-  iibl"-'ix  +  "^"-'^  cl"-- p.-  -...+  nhlfj."-'  +  kij."=  o. 

5.  La  relation  précédente,  qui,  pour  chaque  point  du  |)lan,  donne 
les  coefficients  angulaires  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  de  ce 
point  à  une  courbe  donnée,  définit  complètement  celte  courbe. 

Je  la  désignerai,  dans  tout  ce  qui  suit,  sous  le  nom  d'équation  mixte 
lie  la  courbe. 
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Une  telle  équation  s'écrira  de  la  façon  suivante  : 

F().,  /x,  y.j  -  ixjc)  =  o, 

h'  désignant  une  fonction  homogène  et  entière,  mais  du  reste  entière- 
ment arbitraire,  des  trois  variables  que  comporte  son  expression;  ou 
encore,  en  mettant  seulement  en  évidence  les  variables  >.  et  a, 

/(X,    fx)  =  G, 

/  désignant  une  fonction  homogène  de  ces  variables. 

Le  plus  souvent,  pour  mettre  en  évidence  les  coefficients  du  poly- 
nôme/(X,  |x),  j'emploierai  la  notation  commode  de  M.  Cayley,  en  dé- 
signant par 

{a,  b,  c,...lX,  p.)" 

le  polynôme 

aX"  +  nh  1"-'  iJ.  +  "'"~'^  cl"-' fx^  + . . .  ; 

en  sorte  que  l'équation  mixte  générale  des  courbes  de  la  classe  n  sera 

(a,  h,  c,...\X,  II)"—  o. 

i.  Il  est  facile  de  passer  de  l'équation  d'une  courbe  en  coordon- 
nées tnngentielles  à  son  équation  mixte. 
En  effet, 

étant  l'équation  d'une  droite  quelconque  tracée  dans  le  plan,  l'équa- 
tion tangentielle  d'une  courbe  est  la  relation,  homogène  par  rapport 
aux  trois  variables, 

$(H,  •/],  Ç)  =  o, 

à  laquelle  doivent  satisfaire  ^,  vj  et  Ç  pour  que  la  droite  soit  tangente 
à  la  courbe.  Si  l'on  déduit  de  l'équation  de  la  tangente  la  valeur  de 
son  coefficient  angulaire  et  la  valeur  de  l'ordonnée  au  point  où  elle 
coupe  l'axe  des  j,  on  obtient  les  deux  relations  suivantes  : 
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en  substituant  ces  valeurs  de  S,  >j  et  ^  de  l'équation  précédente,  il 
vient 

$(X,  fA,  X;-  —   IJ.JC)  =  o, 

équation  de  la  courbe  donnée. 

Dans  le  plus  grand  nombre  de  cas,  il  sera  plus  commode  de  calculer 
directement  l'équation  mixte  d'une  courbe,  que  de  la  tirer  de  son 
équation  tangentielle.  Mais  je  veux  déduire,  de  ce  qui  précède,  une 
conséquence  très-simple  qui  nous  sera  utile  par  la  suite. 

5.  Considérons  plusieurs  courbes  dont  les  équations  tangenlielles 
soient 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o,..., 

et  une  autre  courbe  dont  l'équation  s'obtienne  en  égalant  à  zéro  une 
fonction  entière  des  polynômes  qui  forment  les  premiers  membres  des 
équations  précédentes,  et  soit  par  exemple 

/(A,  B,  C,...)=.o. 

Cela  posé,  il  résulte  immédiatement  de  la  proposition  précédente, 
que 

^  =  o,     13  =  o,     €  =  o 

étant  les  équations  mixtes  des  premières  courbes,  l'équation  mixte  de 
la  dernière  est 

/(^,  lî,  (£,...)  =  o. 

Ainsi,  l'équation  mixte  générale  des  courbes  de  «'"'"•  classe  inscrites 
dans  un  polygone  de  n-  côtés  est 

P  +  pQ  =  o, 

p  désignant  un  coefficient  arbitraire  et 

P  =  o,     Q  =  o 

représentant  deux  quelconques  de  ces  courbes. 
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6.  De  l'équation  mixte  d'une  courbe,  il  est  facile  de  déduire  son 
équation  en  coordonnées  cartésiennes. 

En  effet,  soity(X,  (j.)  =  o  cette  équation;  la  courbe  est  évideiumcnt 
le  lieu  des  points  d'où  l'on  [)eut  lui  mener  deux  tangentes  coïnci- 
dantes. Donc,  si  l'on  désigne  par  A  le  discriminant  de  la  formey(X,  /jt.). 


est  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  cartésiennes. 

On  retrouve  ainsi  la  méthode  donnée  par  M.  Cayley  pour  passer 
de  l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  tangentielles  à  son  équa- 
tion en  coordonnées  cartésiennes. 

Ce  qui  précède  suppose  que  la  courbe  n'a  pas  de  singularités.  En 
effet,  si  elle  a  une  tangente  double  ou  une  tangente  d'inflexion,  on 
voit  que  chaque  point  de  l'une  quelconque  de  ces  droites  jouit  de  la 
propriété  que  deux  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  de  ce  point 
à  la  courbe  se  confondent;  chacun  de  ces  points  satisfait  donc  à 
l'équation  précédente. 

Pour  s'en  tenir  aux  singularités  ordinaires,  on  voit  que  si  Ion  dé- 
signe par  U  =  o  l'équation  (cartésienne)  de  la  courbe,  par  T  =  o 
l'équation  de  l'ensemble  des  tangentes  doubles  et  par  I  =  o  l'équa- 
tion de  l'ensemble  des  tangentes  d'inflexion,  on  a 

A  =  UT^P. 

7.  Soit 

J{}.,  iJ.)  =  {a,  h,  c,...(X,  p.)" 

l'équation  mixte  d'une  courbe  de  classe  «. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  a,  b,  c\...  sont  des  fonctions 
de  ;r  et  de  ^  qui  ne  peuvent  être  choisies  arbitrairement;  et,  en  effet, 
/(X,  fÀ.)  étant  une  fonction  de  Çk)'  —  ^-x),  l'on  doit  avoir  identi- 
quement 

r/f  c/f 

k- —  y--r  —  o- 

d.T  '     dr 

On  doit,  dans  la  phqiart  des  questions  qui  se  présentent,  avoir  égard 
aux  relations  entre  les  coefficients  qui  résultent  de  l'équation  précé- 
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dente,  et  l'étude  de  ces  relations  conduit  elie-mènie  à  des  résultats 
dignes  d'intérêt;  mais,  dans  nn  grand  nombre  de  cas,  —  et  ce  sont  ces 
cas  particuliers  que  j'étudie  spécialement  dans  ce  Mémoire,  -  on  peut, 
pour  ainsi  dire,  les  laisser  décote,  ou  du  moins  ne  les  faire  intervenir 
que  d'une  façon  indirecte. 

8.   La  proposition  fondamentale,  sur  laquelle  je  m'appuierai  con- 
stamment dans  ce  qui  suit  peut  s'énoncer  ainsi. 

Proposition.  —  Soit  un  nombre  quelconque  de  courbes  représen- 
tées par  les  e'quations  mixtes 

fo{\l'.)  =  o,    /,{).,  ix)  =  o,    /.{!,  <j.)  =  o,.... 

Si  l'on  considère  un  invariant  quelconque  I  <les  formes  J\,,  f^,  /., 
l'équation 

I  =  o 

représente  une  courbe  dont  le  degré  est  précisément  égal  au  poids  de 
l'invariant. 

Démonstration.  -  Je  rappellerai  brièvement  ce  qu'on  nomme  poids 
d'un  invariant.  Si,  dans  les  formes  données,  on  remplace  l'une  des  va- 
riables, ).  par  exemple,  par  It,  l'invariant  relatif  aux  nouvelles  formes 
que  l'on  obtient  ainsi  est  égal  à  l'invariant  primitif  I,  nudtiplié  par 
une  certaine  puissance  de  X;  l'exposant  de  cette  puissance  est  le  poids 
de  l'invariant. 

Ceci  posé,  mettant  en  évidence  toutes  les  variables  dans  les  équa- 
tions mixtes  des  courbes,  écrivons-les  sous  la  forme  suivante  : 

Fo(X,  p.,  \r  —  ixx)  —  o, 
F,  (>.,  p,  ly  —  ,xx)  =  o, 

Y^[l,  p,  Ij  -  p.x)  =  o, 


Si,  dans  les  i)olynàinesqui  forment  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions, nous  remplaçons  respectivement  x  et  j  par  tx  et  <r,  nous  ob- 
tenons les  polynômes  suivants  : 

F„/X,  p,  Itj  -  ptx),     F,  (X,  ,a,  Itj  -  ptx),     Fj(X,  p.,  Ity  -  ptx),.... 
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Le  Douvel  invariant  1'  déduit  de  ces  formes,  comme  I  l'était  des  pre- 
mières, contient  t  à  une  puissance  dont  le  degré  est  celui  de  la  courbe 
représentée  par  l'équation 

I  =  o. 
Posons  maintenant 

}.j  —  [xa-  =  ).' ,     Ij  -+-  U.X  =  p.', 

en  ettectuanl  une  substitution  linéaire,  dont  le  déterminant 

est  indépendant  de  t. 
On  déduit  de  là 

y  H-  f/.'         _  p'  —  À' 

/   —  1         J.  —   ^ 

et  les  formes  précédentes  deviennent 

L'invariant  I',  relatif  à  ce  système  de  formes  et  analogue  à  1',  lui  est 
égal,  à  un  facteur  jjrès,  qui,  étant  une  puissance  de  déterminant  a»  de 
la  substitution,  est  indépendant  de  t. 

Dansl",  t  entre  évidemment  à  un  degré  égal  au  poids  de  rmv.iriant; 
la  proposition  est  donc  démontrée. 

Remarque  I.  —  La  démonstration  précédente  suppose  que  les 
coefficients  des  polynômes y„().,  ^),J,{}.,  [x),...  ont  la  forme  la  plus 
générale  (compatible  avec  les  relations  nécessaires  qui  existent  entie 
eux).  Dans  des  cas  particuliers,  le  degré  de  la  courbe  représentée  par 

l'équation 

1  =  o 

peut  s'abaisser;  mais  alors  In  droite  de  l'infini  fait  partie  de  la  courbe. 
Remarque  II.  —  Ce  que  je  viens  de  dire  s'applique  aux  covariants 
que  l'on  peut  déduire  des  formes 
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Les  équations  (nie  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  différents  coeffi- 
cients d'un  covariant  représentent  des  courbes  d'un  degré  égal  au 
poids  de  ce  covariant. 

î).  J'ai  cru  devoir,  pour  plus  de  clai  té,  employer  dans  ce  Mémoire 
les  coordonnées  rectilignes. 

Si  l'on  voulait  employer  les  coordonnées  triangulaires  svmétricpies, 
il  suffirait,  dans  les  formules  précédentes,  de  rétablir  l'hom'ogénéité  en 
introduisant  une  troisième  variable  z. 

Rien  n'est  à  changer,  si  ce  n'est  la  signification  géométrique  qu'on 
doit  attribuer  à  l'équation  mixte  de  la  courbe.  Mais  il  est,  je  crois, 
inutile  d'insister  sur  ce  sujet. 


SECTION  II. 

PROPRIÉTÉS    DES    COURBES    DE    TROISIÈME    CLASSE. 

10.   Considérons  une  courbe  de  troisième  classe  K',  et  soit 

U  =  {a,  b,  c,  (fil,  p.y=  o 

son  équation  mixte. 

La  forme  U  n'a  qu'iui  invariant;  c'est  le  discrimiiiMiit 

D  =  «2^^+  4rtc^+  4r/ô'-  3A=6--  6nbcd. 

L'équation 

D  =  o 

est,  comme  nous  l'avons  vu,  l'équation  en  coordonnées  cartésiennes 
de  la  courbe  K^  •  elle  est  du  degré  6,  ce  nombre  étant  le  poids  du 
discriminant. 

Pour  obtenir  les  points  de  rebroussement  de  R%  il  faut  chercher  les 
points  du  plan  pour  lesquels  l'équaiion 


U  =  o 


a  trois  racines  égales. 

Tome  XVII  (j»  série'.  —    Javviep.   i3- 
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Considérons  le  covariant  [ac  —  b- )l-  -h  <t,'l  —  br)liJ.  +  {bd  —  c^)iJ.^ ; 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'égalité  des  trois  racines 
de  l'équation  (i)  sont  les  suivantes  : 

ac  —  b^  =  o,     nd  —  bc  =  o,      bd  —  c-  =  o, 

équations  de  trois  courbes  du  quatrième  onlre  (n"  8,  Rem.  II). 

Les  9  points  de  rebronssement  de  K'  sont  donc  les  points  connuuns 
à  ces  trois  courbes. 

îl  est  clair  qu'on  peut  trouver  une  infinité  de  courbes  du  quatrième 
ordre  passant  par  ces  9  points.  Pour  avoir  leur  expression  générale, 
considérons,  en  même  temps  que  la  courbe  K.%  une  courbe  de  seconde 
classe  arbitraire  K.'-  et  dont  l'équation  mixte  soit 

V  =  (A,  B,  eu,  'J.Y=  o. 
Posons 

I  =  A{bd  -  c^)  -  Biad  -  bc)  +  C  ac  -  //-)  [*]. 

I  est  un  invariant  des  formes  U  et  V,  de  poids  égal  à  4-  L'équation 

I  =  0 

représente  donc  ime  courbe  du  quatrième  ordre  ^';  elle  est  évidem- 
ment satisfaire  quand  on  pose 

bd  —  C'  =0,     ad  —  bc  =^  o,     ac  —  b'  ^  n; 

elle  passe  donc  par  les  9  points  de  rebrous';(Mnent  de  K'. 

11.  Cherchons  directement  les  points  où  elle  coupe  cette  courbe. 
Pour  tout  point  de  R%  l'équation  (i)  a  deux  racines  égales,  et,  en 
vertu  de  la  propriété  fondamentale  des  invariants,  on  peut  supposer 
que  la  valeur  commune  de  ces  racines  soit  zéro,  ou  bien  poser 

rt  =  o,     />  =  o. 


[*]  Salmon,  Algèbre  supérieure,  p.  170. 
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I  devient  alors  ég.ile  à 

pour  que  celle  qiiaiilité  h'anmile,  il  taiil  que  l'on  ait 

c*  =  G, 

c'est-à-dire  que  le  |)oinl  pris  sur  K.'  soil  nu  poini  de  rebrousseinent, 
ou  bien  (pie 

A  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  langenle  menée  en  ce  |)oinl  à  K'  touche  aussi  R^. 

La  courbe  5'  rencontre  donc  R'  aux  9  points  de  rebrousseinent 
(chacun  de  ces  points  comptant  pour  deux,  comme  on  le  savait  n 
priori)  et  aux  6  |)oiiils  de  contact  des  tangentes  communes  à  R' 
et  à  R\ 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Thiîorème.  —  Etant  données  une  courbe  de  troiiième  classe  R'  et 
une  courbe  de  seconde  classe  R-^  les  6  points  oie  les  tangentes  com- 
munes à  ces  courbes  touchent  R'  et  les  9  points  de  lehivussemenl  de 
R''  sont  sur  une  même  courbe  de  rjuatrième  ordre  -^^ 

12.  Si  l'on  prend  au  iiasard,  sur  R',  5  points  a,  ces  5  points  et 
les  9  points  de  rebrotissement  de  la  courbe  déterminent  une  courbe 
du  quatrième  ordre  qui  rencontre  R'  en  un  sixième  point  j3.  D'un 
autre  côté,  les  5  tangentes  menées  à  R'  par  les  points  a  déterminent 
une  courlje  de  seconde  classe  R';  R"  et  R'  ont  une  sixième  tangente 
commune.  Son  point  de  contact  avec  R',  étant  stu-  une  courbe  du 
quatrième  ordre  passant  par  les  5  points  v.  et  les  9  points  de  rebrous- 
seinent. se  confond  avec  fi. 

D'où  le  théorème  suivant,  réciproque  de  la  proposition  précédente  : 

Théorème.  —  Si  par  les  9  points  de  lebroussenient  d'une  courbe  de 

troisième  classe  R%  "n  mène  une   courbe  quelconque  du  quatrième 

ordre,  cette  courbe  rencontre  R'  en  6  points  [*]  distincts  des  points  de 

[*]  Ces  points  sont,  en  général,  distincts  des  points  de  rebroussement;  mais,  dans 
des  cas  particniiers,  un  certain  nombre  d'entre  eux  pe^ivent  venir  se  confondre  avec 
quelques-uns  dp  ces  derniers. 

2.. 
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rebrousseinent  ;  les  iriH^enles  menées  à  R'  par  ces  6  pm'nfs  touchent 
une  même  conique. 

15.  La  conique  K'-  peut  se  composer  d'un  couple  de  points  P 
et  Q.  La  courbe  3*  passe  alors  par  les  6  points  de  rebroussement  de  R^ 
et  les  6  points  de  contact  des  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  des 
points  P  et  Q.  Je  dis,  de  plus,  qu'elle  passe  par  ces  points  eux- 
mêmes. 

En  effet,  pour  l'un  quelconque  de  ces  points,  la  t;ingrnte  menée 
de  ce  point  à  R^  est  indéterminée,  l'équation 


est  satisfaite  identiquement,  et  l'on  a 

A  =  o,     B  =  o,     C  =■  G. 

jNiais,  dans  ces  liypothéses,  I  s'annule  évidemment,  la  proposition  est 
donc  démontrée. 

En  se  reportant  au  paragraphe  précédent,  on  déduit  de  là  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  Etant  pris  sur  une  courbe  de  troisième  classe  R'  ?> 
points  a,  a'  et  a",  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  concourent  en 
un  même  point  A,  toute  courbe  du  quatrième  ordre  qui  passe  par  les 
9  points  de  rebroussement  de  R'  et  les  3  points  a,  a'  et  a"  passe  par 
le  point  A  ;  elle  rencontre  R'  en  3  autres  points,  et  les  tangentes  en 
ces  points  se  coupent  en  un  même  point  B,  fyw/  est  également  situé 
sur  la  courbé  du  quatrième  ordre. 

14.  Menons,  dans  le  plan  de  R%  une  droite  quelconque  A,  les 
tangentes  menées  à  la  courbe  aux  6  points  «,  où  elle  est  coupée  par 
A,  touchent  une  même  conique  R^  qui  est  la  polaire  de  A. 

Dans  ce  cas,  la  courbe  du  quatrième  ordre  3*  passant  par  les 
6  points  de  contact  a  qui  sont  en  ligne  droite,  il  est  clair  que  cette 
courbe  se  décompose  en  la  droite  A  et  une  courbe  du  troisième 
ordre  S\.^  passant  par  les  g  points  de  rebroussement.  Cette  courbe, 
d'ailleurs,  est   complètement  déterminée,  puisque  par  les  |)oints  de 
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lebroiissement  d'iiiio  courbe  de  troisième  classe  on  ne  peut  faire 
passer  qu'une  courbe  de  troisième  ordre,  et  elle  demeure  toujours  la 
même,  de  quelque  façon  que  l'on  choisisse  la  droite  A. 

Son  équation  est  facile  à  obtenir;  considérons,  |)ar  exemple,  la 
conique  polaire  de  la  droite  de  l'infini,  et  soit 

(J>  y>  5U,  iJ-Y'  =  o 

son  équation  mixte;  d'après  ce  que  je  viens  de  dire,  on  voit  que 
l'équation 

.i{bd  —  C-)  -  (^[ad  -  hc)  +■  $[ac  -  h-)  =  o 

s'abaisse  au  troisième  degré;  c'est  précisément  réqualion  de  la 
courbe  A'. 

15.  Si  la  droite  A  est  tangente  à  la  hessienne  de  K\  sa  conique 
polaire  se  compose  de  2  points;  ces  2  points,  d'après  ce  que  j'ai  dit 
ci-dessus  (n"  13),  se  trouvent  sur  3\  qui,  dans  ce  cas,  se  compose 
df  la  tangente  à  la  hessienne  et  de  la  courbe  A\  Comme  ils  sont 
en  dehors  de  la  droite,  ils  se  trouvent  nécessairement  sur  a';  ou 
retrouve  ainsi  celte  proposition  bien  connue  de  M.  Cayley  : 

Le  lieu  des  couples  de  points  qui  constituent  les  coniques  polaires  des 
tangentes  à  la  hessienne  d'une  courbe  de  troisième  classe  est  la  courbe 
du  troisième  ordre  qui  passe  par  ses  9  poirits  de  rebroussement. 

16.  Ou  peut  encore  supposer  que  la  conique  K=  se  réduise  à  un 
point  double. 

Soient  S  et  n  les  coordonnées  de  ce  point;  son  équation  mixte  sera 

ou  en  posant,  pour  abréger,  j-  —  yj  =  Y  et  x  ~-  'i=^  X 

(-  Y,  X ;./,,, a)' =  0. 

D'où,   pour  l'équation  de  la  conique  K=  (considérée  comme   pou.t 
double), 

(Y%  -  XY,  X  =  a,^)=  =  o. 
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On  ;i  alors 

l  =  {ac  ~  h-)X^  +  {ad  -  fw)XY  +  [bel  -  c')Y-, 

expression  dans  laquelle,  si  l'on  considère  X  et  Y  comme  les  variables, 
on  reconnaît  immédiatement  le  covariant  quadratique  de  l. 
L'équation 

I  =  o 

représente  une  courbe  du  quatrième  ordre  '^  qui  passe  par  les  9 
points  de  rebroussement  de  K.'  et  qui  touche  cette  courbe  aux  points 
de  contact  des  tangentes  issues  du  point  donné;  on  voit,  de  plus,  à 
l'inspection  de  l'équation  précédente,  qu'elle  a  ce  point  pour  point 
double,  et  que  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  au  point  double 
sont  les  racines  de  l'équation 

{ac  —  h-)l-  -t-  {ad  —  bc)liJ.  -f-  (ad  —  c-)p.^  —  o, 

obtenue  en  égalant  à  zéro  le  covariant  quadratique  de  U. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si,  par  rai  point  donne  M,  on  mène  les  /an^entes  à 
une  courbe  de  troisième  classe  K',  on  peut  tracer  une  courbe  du  qua- 
trième de^ré  ^''  qui  passe  par  les  9  points  de  re/ioussement  de  K% 
touche  cette  courbe  au.c  3  points  de  contact  des  tangentes  et  a  le 
point  M  pour  point  double. 

17.  On  sait  que  l'on  peut,  de  différentes  façons,  partager  les 
9  points  de  rebroussement  de  R'  en  3  groupes  de  3  points,  a,,  a^ 
etaj,  bf,  èj  et  63,  c,,  Co  et  c,,  de  telle  sorte  que,  dans  chacun  de  ces 
groupes,  les  tangentes  à  la  courbe  concovirent  en  un  même  point. 
Soient  A,  B,  C  les  points  de  rencontre  correspondant  aux  groupes 
précédents. 

Supposons  que  la  conique  K"  se  compose  du  point  A  pris  2  fois; 
2  des  points  de  renconire  de  3*  avec  K^  viennent  se  confondre 
alors  au  point  a,,  et,  comme  2  de  ces  points  s'y  trouvaient  déjà 
confondus,   on    trouve    en    tout    4    points    d'intersection    réunis    au 
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point  a,.  D'où  Ion  conclut  que  -V  a  ce  point  pour  point  double; 
comme  le  même  raisonnement  peut  être  fait  relativement  aux  points  a. 
et  rt„  et,  comme  d'ailleurs  {voir  n"  16)  ^*  présente  un  point  do.d.lê 
en  A,  l'on  voit  que  cette  combe  du  quatrième  ordre  a  4  points 
doubles;  elle  se  résout  donc  en  un  couple  de  coniques. 
On  déduit  de  là  les  propositions  suivantes  [*J  : 

Soient  «,,  a.  et  a,  3  points  de  rebroussement  d'une  courbe  de 
troisième  classe  K^  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  concourent  en 
un  même  point  A;  si,  par  les  points  a„  a„  n„  A  et  par  un  cinquième 
point  de  rel>roussemrnt  b,  on  mène  une  conique,  cette  conique  £l  ren- 
contre K'  en  2  autres  points  de  rebroussement  de  la  courbe  b.  et  b, 
et  les  tangentes  aux  points  b„b.,et  b,  concourent  en  un  même' pointai 
qui  se  trouve  également  sur  la  conique  |3. 

Les  3  autres  points  de  rebroussement  c,,  c„  c,  de  la  courbe  sont 
également  sur  une  conique  €,  qui  passe  par  les  points  a„  a,,  a,,  A  et 
par  le  point  C,  où  se  coupent  les  tangentes  de  rebroussement  aux- 
points  c,  c,  et  c.,. 

En  désignant   par  m,  n,  p,   q   4    points   situés  sur  une   conique 
appelons  pour  un  instant  rapport  anharmonique  de  ces  points  le  rapl 
port  anharmor.ique  du  faisceau  suivant   lequel  ces  points  sont  vus 
d  un  pomt  quelconque  de  1,.  conique,  et  désignons-le  par  la  notation 

R(/«,  «;/;,  7). 

Cela  posé,  en  désignant  par  p  et  p'  les  deux  racines  imaginaires  de 
I  unité,  on  a,  en  considérant  les  points  a„  a.,,  a„  b,,  b.,',  />,,,  A,  H, 
situés  sur  la  conique  Î1,  les  relations  suivantes  : 

R(A,rt,;  a,,  a^)  =  —  p, 
R(A,  B;    a,,a,)  =  p\ 

et  les  relations  analogues  que  l'on  obtient  en  permutant  entre  eux  les 
points  a,,  o,  et  rtj. 


[*]  Comme  le  développement  de  ces  questions  se  rattaclie  plutôt  à  la  géométrie  pure 
qu'a  la  géométrie  analytique,  j'ai,  pour  abréger,  supprimé  quelques  démonstrations 
que  le  lecteur  rétablira  facilement. 
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l'oiir  les  points  situés  sur  la  conique  (C,  on  a  de  même  les  relations 

R(A,  flj;  rt,,  rt.)  =  -  (5-, 
R(A,  C;   a,,a,)  =  p. 

J'ajouterai  encore  la  remarque  suivante  : 

Si,  par  les  points  A,  B,  C  et  deux  points  de  rebroussomeni  d'un 
même  groupe,  tels  que  a,  et  a^,  on  tait  passer  une  conique,  le  pôle  de 
la  droite  a^a^  relativement  à  celte  conique  est  le  troisième  point  de 
rebroussemtnt  du  groupe,  c'est-à-dire  ^3. 

Le  dévelojjpement  des  relations  qui  ont  lieu  entre  les  points  de 
rebroussement  d'une  courbe  de  troisième  classe  donnerait  lieu  à  quel- 
ques remarques  intéressantes;  mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  les 
exposer.  M.  Hesse  a  déjà  donné  d'élégantes  propositions  sur  ce  sujet 
dans  le  Journal  de  CreJle  (t.  XXXVI). 

18.  Parmi  le  giand  nombre  de  propositions  |)articuliéres  que  l'on 
peut  déduire  de  la  proposition  du  n"  \ï,  je  me  contenterai  de  donner 
la  suivante  : 

Considérons  un  point  de  rebroussement  r  de  la  courbe  K^  et  une 
courbe  ilu  quatrième  ordre  composée  de  la  tangente  de  rebrousse- 
ment en  ce  point  et  d'une  courbe  du  troisième  ordre  passant  |)ar  les 
8  autres  points  de  rebroussement  /'.  La  tangente  en  r  rencontre  la 
courbe  en  3  points  a  distincts  du  point  /',  et  les  tangentes  en  ces 
points  concourent  en  un  même  point  p  situé  sur  la  courbe  du  troisiènie 
ordre  A.^  qui  passe  i)ar  les  9  points  de  rebroussement. 

Eu  applif[uant  la  proposition  déjà  citée,  on  aura  le  ihéoreme 
suivant  : 

Si,  par  les  8  points  i\  on  mène  une  courbe  ijuelconqtic  du  troi- 
sième ordre,  cette  courbe  coupe  K'  en  2  points  distincts  des  points  r'; 
les  tangentes  menées  en  ces  points  à  K''  se  coupent  sur  la  tangente  de 
rebroussement  au  point  r.  La  courbe  du  troisième  ordre  passe  en  outre 
par  ce  point  de  rencontre  et  par  le  point  0,  qui  est  ainsi  le  neui'icme 
point  fixe,  commun  à  toutes  les  courbes  du  troisième  ordre  qui  passent 
par  les  8  points  r' . 
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lî).   Coiisitlérons  maintenant  deux  courbes  de  troisième  classe  R' 
et  K'%  et  soient 

U  =  (a,  /;,  f,  fl'X,  iJ-Y  =0 
et 

U'=  {n,  b',  c',  d'  ;  A,  p.)'  =  o 

leiui  équations  mixtes. 

Ces  deux  courbes  ont  9  tangentes  communes,  et  l'équation  mixte 
générale  des  courbes  de  troisième  classe,  qui  touchent  ces  9  droites  est 

U  +^U'=o, 
,0  désignani  un  paramétre  arbiliaire. 

20.    PoiH-   éviter   d'inutiles  répétitions,  je    transcrirai   d  abord    le 
tableau  suivant  des  divers  invariiuits  des  formes  U  et  U': 

D  =  a^rf^  +  4at>»  +  (^db'    -    3b'c^-  -  Gabcd, 
D'=  a'^d'^  -h  ^a'c'"  +  /id'b'^  -  3b"c"  -  Ga'b'c'd', 
H  =d'{a^d+  2b'  -3abc}  ~  3c'{b-c -h  abd  ~  2ac-} 

-h  3b'{2b-d  —  bc-  —  acd)  —  a'{2>bcd  —  ad'  —  2c=), 
H'=  d{a'^-d'  +  o.b"  -  3a'b'c')  -  3c{b'^c'  -4-  a'b'd'  -  2a' c") 

+  3b(ib'^d'  —  b'c'-  —  a'c'd')  —  a{'5b'c'd'  -  a'd""  —  2c"j, 
I    =  2{ac-b-)[b'd'-c'-)  +  2[bd-  c^){a'c'  -  b") 

—  {ad  —  bc){a'd'  —  b'c'), 
J    =  ad'  —  3éc'  +  icb'  —  da', 

R  =  {ad'f-^{ad'f[bc')  +  i'][ca'f{cd')  -f-  2']{db'f{ab') 
-  ^i{ab'){bc'){cd')  -  ^q{ad')[ab')[cd')  |*j. 

21.   Les   plus  importants  de  ces  invariants  sont  d'abord  les  i.\ev\\ 


\*\  Je  désigne  ici,  suiv.int  l'usage,  parles  symboles  [nd'  ,  [ab'),.  .  . ,  les  binôme? 
alternés 

ad'  —  da' ,     ab'  —  ba' , .... 
Tome  XVll  {i*  série).  —  Janvier  1872.  3 
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discriminants  D  et  D';  en  les  égalant  à  zéro,  on  a  les  équations  carté- 
siennes des  deux  courbes  R'  et  R'^  ;  l'équation  d'une  courbe  quel- 
conque du  troisième  ordre  R^',  tangente  aux  9  tangentes  communes 
aux  2  premières,  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de 

U  +  p  U'  ; 
elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(2)  D-i-2pH  +  p-iP  -61)  +  2|5^H'  +  p*D'  =  o. 

22.   Le  tidileau  précédent  renferme  2  combinants  R  et  J. 
R  est  le  résultant  des  2  formes  U  et  U';  l'équation 

R  =  o 

représente  évidemment  l'ensemble  des  9  tangentes  comnnuies  aux 
2  courbes,  droites  qui  touchent  aussi  toutes  les  autres  courbes  du 
faisceau. 

Poiu'  un  point  de  rebroussement  de  R',  l'équation 

U  =  o 

ayant  trois  racines  égales,  on  peut  supposer 

a  =  b  =  c  =  o; 

dans  ces  hypothèses,  R  devient 

-  d'a-\ 
et  J  devient 

—  </a'  ; 

pour  tout  point  de  rebroussement  de  R'.  on  a  donc 

(3)  R-J»  =  o; 

si  maintenant  on  remarque  que,  R  et  J,  étant  des  comi)iiiants,  ne 
changent  pas  de  valeur  quand  on  v  remplace  U  par  l    +  pU',  on  en 
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conclut   que  I  eqiialioii   précculente  représeixte   le  lieu  des  points   de 
rebroiisseineni  de  toutes  les  couriies  du  faisceau. 
Ceci  suppose  cpie  l'on  n'ait  pas  idetitiquoiicnl 

R  -  J'  =  0. 

Je  reviendrai  |)lus  loin  sur  ce  sujet. 

25.  Considérons  urie  courbe  de  Iroisiènie  classe  K'  et  ses  9  tan- 
gentes de  rehroussement;  on  peut  inscrire,  dans  le  polygone  formé 
par  ces  9  droites,  une  infinité  de  courbes  de  troisième  classe  qui, 
toutes,  auront  les  9  premières  tangentes  pour  tangentes  de  rebrous- 
semeul.  Le  lieu  dos  points  de  rehroussement  se  confond  alors  avec  les 
tangentes  elles-mêmes,  et  l'on  a 

J  =.0. 

D'où  cette  conséquence  remarquable  : 

Si  deux  courbes  de  troisième  classe  ont  les  mêmes  tangentes  ne 
rehroussement,  Vinvariant  J  relatif  à  ces  deux  courbes  est  identique- 
ment nul. 

Réciproquement,  si  cet  invariant  est  identiquement  nul,  les  deux 
courbes  ont  mêmes  tangentes  de  rebroussement. 

24.  Cette  proposition  peut  s'énoncer  de  la  façon  suivante  pour  les 
courbes  du  troisième  ordre. 

Si,  par  les  9  points  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième  ordre, 
on  fait  passer  un  faisceau  de  courbes,  ce  faisceau  détermine  sur  nue 
sécante  fixe  quelconque  une  division  en  iuvolution. 

Cliaque  groupe  de  3  points  de  cette  involution  peut  être  considéré 
coinme  déterminé  par  les  racines  d'une  équation  de  la  forme 

ax^  -\-  5bx-  -h  'icx  -h  d  -h  p[a'x^  -+-  3b' x'-  -+-  "ic'x  +  d')  =  o; 

cela  posé,  l'invariant 

ad'  —  3bc'  -h  3cb'  —  da' 

est  toujours  nul,  quelle  que  soit  la  position  de  la  sécante. 

3.. 
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23.  Si  l'on  égale  à  zéro  l'invariant  H,  l'équation 

H  =  o 

ropréseiile  une  courbe  dii  sixième  ordre,  5°- 

Pour  trouver  les  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  R',  faisons 

a  =  o     et     b  =^  o. 
H  se  réduit  alors  à 

2rt'c'. 

Celte  quantité  s'annule  pour 

c'  :=  o; 

donc  la  courbe  *>'  passe  par  les  points  de  rebroussement  de  K'  et  elle 
la  touche  en  ces  points,  puisque  chaque  point  d'intersection  doit 
compter  pour  3. 

Cette  quantité  s'annule  encore  pour 

rt'  =  o; 

donc  5°  passe  par  les  g  points  de  contact  des  tangentes  communes 
àK'  et  à  R'^ 

Les  courbes  5"  et  K^  n'ont  d'ailleurs,  évidemment,  aucun  autre 
point  commun. 

Laissons  la  courbe  K"  fixe,  et  remplaçons  la  courbe  R^  par  la  courbe 
variable  R,^,  dont  l'équation  cartésienne  est 

(a)  D  +  2pH-4-  /5-(J- -  61)  +  2p»H'  +  p'D'=o; 

la  courbe  que  je  viens  de  considérer  est  remplacée  par  une  courbe  ^f, 
dont  l'équation  est 

(3)  H +  p(J- -  61)  +  3,o=H'-4- 2p'D'  =  o; 

les  courbes  R^'  et  !}f  se  rencontrent  : 

i"  Aux  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  R''  et  à  Rf  ; 

2°  Aux  points  de  rebroussement  de  R^,  chacun  de  ces  derniers 
comptant  3  fois. 
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Si  l'on  élimine  la  variable  p  entre  les  équations  iirécédentes,  l'équa- 
tion obtenue  en  égalant  le  résultant  à  zéro  représente  donc  : 

1°  Les  9  tangentes  communes  aux  courbes  K^; 

2°  Le  lieu  de  leurs  points  de  rebrousscincnt  de  ces  courbes,  ce 
dernier  lieu  étant  pris  3  fois. 

Remarquons  maintenant  qui%  le  premier  membre  de  l'équation  (3) 
étant  la  dérivée  par  rapport  à  p  du  premier  membre  de  l'équation  (2), 
le  résultant  de  ces  deux  équations  est  le  discriminant  de  (2). 

Ce  discriminant  ne  peut  donc  différer  que  par  un  fadeur  constant 
(lu  produit 

R(R-G')\ 

puisque,  couune  nous  l'avons  vu, 

R  -  G'  =  o 

est  l'équation  du  lieu  des  points  île  rebroussement  des  courbes  Kf . 

Ces  résultats  sont  d'ailleurs  d'accord  avec  la  théorie  bien  comme 
des  formes  cubiques  simidtanées. 

26.  Les  considérations  précédentes  s'étendent  sans  difticulté  à  des 
courbes  d'une  classe  quelconque. 

Soient  un  faisceau  de  courbes  de  n'"'"  classe  faiigeiiles  à  n^  droites 
fixes,  et 

U  =  (a,  6,  f,  . . . ,  //,  A,  l'iX,  p.)"  =  o, 

U'  =  («',  h',  c',...,  h\  k\  /'U,  fji)«  =  o 

les  équations  mixtes  de  deux  courbes  de  ce  faisceau,  R"  et  K'". 

Soit,  en  outre,  D  le  discriminant  de  la  forme  L. 

Posons 

„  ,dD         ,,dD  ,,dD  ,,(/D 

H  est  un  invariant  des  formes  U  et  l',  dont  le  poids  est  égal  à  H{/i  —  i), 
et  par  conséquent  l'équation 

H  =0 

représente  une  coiu'be  ^"t"-''  de  degré  n[n  —  1). 
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Pfnii   trouver  ses  points  de  rencontre  avec  K",  il  faut  fane,  dans 
l'invariant  H, 

a  =r.  o     et     b  =:  o. 

D'après  nn  beau  théorème  de  Joachimstlial  [*],  D  est  de  la  forme 

A-A  +  ao  -h  a- lii  -i-  . . . , 

A  désignant  le  discriminant  de  la  forme 

{b,c,...,h,k,  m,  [}.)•'-'. 

En  tenant  compte  de  cette  expression,  on  voit  cpie,  dans  les  hypothèses 
données,  la  valeur  de  H  se  réduit  à 

9o  désignant  la  valein-  de  (f  quand  on  y  fait 

fl  =  o     et     h  =  o. 
Or  l'on  a  en  général 


on  a  donc 

9o  =  —  4cAo, 

Ao  désignant  la  valeur  de  A  dans  les  mêmes  hypothèses  que  ci-dessus. 
D'après  le  théorème  déjà  mentionné  de  Joachimsthal.  on  a 

A  =  c=V  +/;$  -^b^'W  +..., 

V  désignant  le  discriminant  de  la  forme 

{c,d,...,k,in,iJ.Y-\ 


[*]  Salmon,  Alg.  Slip.,  p.  80. 
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On  en  déduit 

\  =  c=  V  ; 

d'où  l'on  voit  que  la  valeur  de  H  se  réduit  à 
-  4«'f'V. 

27.  Cette  valeur  s'annule  : 
1°  Quand  l'on  a 

a'  =  o. 

Donc  la  courbe  5""'-"  passe  par  les  n'  pouils,  où  les  (angentes  coni- 
iniuics  aux  courbes  du  réseau  touchent  R". 
2°  Quand  on  a 

V  =o. 

C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  points  doubles  de  R";  car,  en  ces  points, 
l'équation 

U  =  o, 

outre  la  racine  double  égale  à  zéro,  a  inie  autre  racine  double  que 
l'on  peut  supposer  infinie;  mais  on  a  alors 

/  —  o     et     A  =  o, 
et  par  conséquent 

V  =  o, 
puisque,  dans  ce  cas,  l'équation 

(c,  d,...,  A,  /(X,  ^1)"-^=  o 

a  aussi  une  racine  double. 
3"  Quand  on  a 

c^  =  o. 

Donc  !a  courbe  considérée  passe  par  les  points  de  rebrousseinent  de  R", 
et,  comme  ces  points  comptent  3  fois,  la  courbe  lui  est  tangente  eu 
chacun  d'eux. 

Nous  avons  ainsi  tous  les  puiuls   d  intersection  des  coin-bes  R"  et 
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.^"'"~'K  Chacun  des  points  doubles  de  K"  doit,  en  effet,  être  compté  au 
moins  deux  fois.   Or   le   nombre  total   des  points  d'intersection   est 

\ji(n  —  i]]-,  ou  m-,  si  l'on  pose 

n{?i  —  {)  z=z  m. 

D'après  une  formule  de  Pliicker,  on  a 

m  (m  —  I  )  =  /i  +  1(1+  3  /', 

en   désignant   respectivement    par  d  et  par  /•  le  nombre   i!es   pouils 
doubles  et  des  points  de  rebroussement  de  K". 
On  en  déduit 

m-  =z  in  -h  n  -+■  2  d  +  '6  r  =^  n'  -h  id  -\-  3/-. 

]^es  nv  points  d'intersection  se  composent  donc  : 

\°  Des  tr  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  K"  et  K'"; 

2"  Des  </ points  doubles  (chacun  d'eux  étant  compté  deux  fois); 

3°  Des  r  points  de  rebroussement  (chacun  deux  étant  compté 
3  fois). 

28.  Quelques  remarques  sur  les  résultats  précédents  ne  seront  pas 
inutiles. 

On  sait  que  les  points  d'intersection  des  deux  courbes  de  degré 
n[n  —  i),  R"  et  »)"'"-"  ne  sont  pas  indépendants  entre  eux;  en  conser- 
vant les  mêmes  notations  que  ci-dessus  ['], 


de  ces  points  sont  déterminés  pai-  les  autres. 

De  même  les  tangentes  communes  aux  deux  courbes  de  classe  ii, 
R"  et  R'",  ne  sont  pas  non  plus  indépendantes  entre  elles; 

(n  —  l)  in  — 2) 
I  .5 

d'entre  elles  sont  déterminées  par  les  autres. 

[*J  Clebscb  et  GoRDAN,  Tli.  l'on  tier  -ihelsc/ien  Functionen,  p.  35. 
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Les  deux  nombres  précédents  sont  égaux,  car  ils  indiquent  tous  deux 
le  genre  de  la  courbe  K".  On  déduit  de  là  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  courbe  de  n  classe  R",  si  Von  mène  une  courbe 
quelconque  de  de^ré  n[n  —  i),  qui  passe  par  les  points  doubles  de  R" 
et  la  touche  en  chacun  de  ses  points  de  rehronssemen: ,  cette  courbe 
rencontre  R"  en  n^  points  distincts  de  ses  points  singuliers;  les  tan- 
gentes luenées  à  R",  en  ces  n-  points,  sont  tangentes  à  une  autre 
courbe  de  même  classe. 

29.  Considérons  maintenant  le  faisceau  de  courbes  considéré  plus 
haut  (i.°  26).  Soit  R"  l'une  quelconque  des  courbes  de  ce  faisceau,  et 

U  +  ^U'=o 

son  équation  mixte.  En  désignant  par  F(p)  le  discriminant  fie  cette 
équation  (discriminant  [iris  par  rapport  à  X  et  p.), 

F{p)  =  o 

est  l'équation  cartésienne  de  R^. 

La  cotirbe  ^f'"-"  relative  à  R^'  a  |)oiir  r(|uation 

r/F 

dp 

Soit  W  le  discriminant  de  F{p)  (discriminant  pris  par  rapport  à  p); 

W  =  o 

est  le  résultat  de  l'élimination  de  p  entre  les  deux  équations  précé- 
dentes. Nous  obtenons  ainsi  l'enveloppe  des  courbes  du  faisceau; 
d'autre  part,  en  se  reportant  A  ce  que  j'ai  dit  daîis  le  n"  27  sur  l'in- 
tersection des  courbes  ()'''"-<i  ci  R",  on  voit  que  cette  enveloppe  se 
compose  : 

ï°  Des  tr  tangentes  communes; 

2°  Du  lien  des  points  doubles  des  courbes  du  faisceau,  ce  lien 
étant  compté  deux  fois; 

3°  Du  lieu  des  points  de  rcbroussement  de  ces  courbes,  ce  lieu 
étant  compté  trois  fois. 

Tome  XVII  (2<' séria '.  —  Ja^ivier  1872,  4 
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Si  donc  on  désigne  respectivement  par 

£  =  0,     P  =  o,     11  =  0 

les  équations  tlu  système  des  tangentes  communes,  du  lien  de»  points 
doubles  et  du  lieu  des  points  de  rehroussement,  on  a 

w  =  ^ww  [']■ 

Du  poids  connu  des  invariants  |!)  et  H,  on  conclut  que  le  lien  des 
points  doubles  des  courbes  du  faisceau  est  du  degré  inin  —  ■2)[n —  3) 
et  le  lieu  des  points  de  rebroussenient  du  degré  3«(/^  —  2  ). 

50.  Je  reviens  maintenant  au  cas  spécial  d'un  faisceau  de  courbes 
de  troisième  classe.  L'équation  générale  d'une  courbe  de  ce  faisceau  est 

(2)  D+  2plï  -^  p^r--6l)  -h2p'U'-+-  p'D'=  o; 

et  l'on  voit  que  par  chaque  point  du  plan  passent  quatre  courbes  du 
faisceau. 

Il  est  facile  de  trouver  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  ces 
courbes  an  point  donné.  En  effet,   en  désignant  pour  un   instant  par 

/(X,  p.)=o     et     9(X,  fx)  =  o 

les  équations  mixtes  des  courbes  K'  et  K",  l'équation 

f{l,  ix)-h  p(p{l,iJ.)  =  o, 

où  jc  et  j'  ont  été  remplacées  pav  les  valeurs  des  coordonnées  du  point, 
détermine  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  une  courbe  quelconque 
du  faisceau.  L'ensemble  de  ces  tangentes  forme  un  faisceau  d'involu- 
tion,  et  les  droites  doubles  de  cette  involution  sont  précisément  les 
droites  cherchées;  on  les  obtient,  comme  l'on  sait,  en  égalant  à  zéro 

f*]  On  déduit  de  là  une  proposition  importante  sur  les  formes  binaires  donnée 
par  RI.  Salnion,  d'après  M.  Caylcy,  je  crois,  mais  sans  démonstration  (Hig/i  J/gtbrtt, 
p.   149  de  l'édition  anglaise). 
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le  Jacobien  îles  deux  formes /et  (p,  et  lequalioii  qui  donne  des  coef- 
ficients angulaires  des  tangentes  est 

(Il     </fi 

d\       djj. 

Si  l'on  met  eu  évidence  les  coefficients  de  U  et  de  U',  cette  équa- 
tion devient 

Y  =  {6ab'  —  ùn'),   3,ac'—c„',   aW -da'+Zbc' ^ich',   3{b:l'-db'),   6 /Y/'-rfc')P,p)<=0; 

et  si  l'on  désigne  par  S  et  T  l'invariant  quadratique  et  l'nivariant  cu- 
bique de  la  forme  T,  on  a 

S=:3,^^     T  =  J^-2R, 

J  et  R  ayant  la  nième  signification  que  dans  les  numéros  précédents. 

âl.  Par  un  point  quelconque  M  du  plan  passent,  comme  nous 
l'avons  vu,  quatre  courbes  du  faisceau.  Voyons  comment  on  peut 
déterminer  le  rapport  anharmonique  des  tangentes  à  ces  courbes  en 
ce  point.  Soit  k  ce  rapport  anharmonique,  si  nous  posons 


k-^l  = 


z, 


2  sera  racine  de  l'équation 

S»[(2  -h  a)r2s  -  5)^]  -  /,  .  2'jT'(z  -  I  )»  =  o; 

S  et  T  désignant,  comme  précédemment,  l'invariant   quadratique  et 
l'invariant  cubique  de  Y. 

Si  1  on  remplace  S  et  T  par  les  expressions  données  ci-dessus,  on 
obtient  l'équation 


(3; 


.i*[(z.  +  ■x)(2Z  -  5)=]  -  4(J»-  2R)-(z  -  r, 


o2.   Si  nous  supposons  que  la  valeur  du  rapport  anharmonique  k 
soit  donnée,  l'équation  précédente  est  l'équation  du  lieu  des  points 

4.. 
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tels  que  les  quatre  courbes  du  faisceau,  qui  se  croisent  en  ce  point, 

aient  un  rapport  anharmonique  donné. 

On  voit  que  ce  lieu  se  compose  de  deux  courbes  du  neuvième 
degré 

P{iz-  5)sz  +  2  +  ■2\'{z^'îy{P-  2B)  =  o 
et 

J^  2Z  —   S)\Z  -h   1   —   2  \  (Z  —    l)'(J^  —   iRj   —  o. 

Réciproquement,  toute  courbe  dont  l'équaiion  est  de  la  fbinie 
aR  +  |3J'=  o, 

«  et  |3  désignant  des  constantes,  représente  une  courbe  telle  que  les 
quatre  courbes  du  faisceau,  qui  se  croisent  en  chacun  de  ses  poinis, 
ont  un  rapport  anharmonique  constant. 

Les  cas  particuliers  les  plus  remarquables  sont  les  suivants  : 

1°  Si  le  rapport  est  harmonique;  on  a  alors 

z  -H  a  =  o, 

et  le  lieu  se  réduit  à  la  courbe  du  neuvième  degré,  dont  l'équation  est 

J'-  2R  =  o; 

2°  Si  le  rapport  anharmonique  est  égal  à  une  racine  imaginaire  de 
l'unité  négative;  on  a  alors 

z  —  i  =  o, 
et  le  lieu  se  réduit  à  la  courbe  du  troisième  degré,  dont  l'équation  est 

J  =  o. 

55.  Les  résultats  précédents  supposent  que  J  n'est  [)as  identiqui;- 
ment  nul.  Nous  avons  vu  que  ce  cas  se  présentait  lorsque  le.-'  courbes 
du  faisceau  avaient  mêmes  tangentes  de  rebroussement. 

L'équation  (3)  donne  alors 
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D'où  celle  conséquence  : 

Si  Von  considère  les  courbe t  de  Iroisiènte  classe  ({ni  ont  les  mêmes 
tangentes  de  rehroussement,  par  tant  point  du  plan  passent  quatre  de 
ces  courbes,  le  rapport  anharmnnicpie  de  ces  quatre  coui  bes  est  con- 
stant, quelle  que  soit  la  position  'u  point,  et  é^al  à  une  racine  ima- 
ginaire de  l'unité  ne'^atii>e. 

54.  J'ai  montré  (22)  que  l'équiifion  du  lieu  des  poinis  de  rebioiis- 
semcnt  des  courbes  de  troisième  classe,  qui  forment  un  faisceau,  était 

R  -  J'  =  o. 

Ceci  suppose  toutefois  que  cette  équation  n'a  pas  lieu  identiquement. 
Ce  cas  peut  effectivement  se  présenter. 
Soit 

U  =  (rt,  b,  c,  r/JX,  uY  =  o 

l'équation  mixte  d'une  courbe  de  troisième  classe  K.' ;  soient  £,  yj  les 
coordonnées  d'un  point  M  du  plan,  dont  l'équation  mixte  sera 

(-Y,  xu,  p.y  =  o, 

si  l'on  pose  pour  abréger 

Y  =  j  —  Yl     et     X  =  jc  —  E. 

Considérons  le  faisceau  de  courbes  de  troisième  classe,  dont  l'équa- 
tion est 

[a,  b,c,  dll,  fJi)'-4-p(-Y',XY», -X^Y,  X^X,  fx)>=o, 

p  désignant  un  paramètre  arbitraire. 
Pour  abréger,  je  poserai 

{a,  b,  c,  d  ,  ),,  fjLj'  =  /i').,  a), 
et 

h{l,p.)  =  {ac-  6=  P  +  ..., 

g{l,  p.)  =  {a'd-h  2/;'-  '5 abc)}.' -h.... 

A(X,  [i)  et  g(X,  u.)  sont,  comme  on  le  voit,  le  covariant  quadratique 
et  le  covariant  cubique  def['k,  p.)  ;  je  n'ai  écrit  que  le  premier  terme 
de  leur  développement. 
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Cela  posé,  oh  voit  immédiatement  que  l'équation 

./■(X.  Y)  =  o 

représente  Teiisenible  des  tangentes  qnc  l'on  |)eut  mener  du  point 
(^,  >3)  à  la  courbe;  que  R  et  J  sont  respeclivement  égaux  à  /'(X,  Y) 
et/(X,  Y);  la  relation 

R  -  J^=  o 

est  donc  satisfaite  identiquement. 

Résultat  facile  à  prévoir,  car  l'équation  (2)  devient  dans  ce  cas 

(4)  D  +  ^ps(X,Y;  +  p=[/^X,Y)f=o. 

Le  discriminant  de  cette  équation  (considérée  comme  étant  du  qua- 
trième degré)  est  évidemment  nul,  puisqu'elle  a  deux  racines  égales 
à  l'infini;  d'autre  part,  on  sait  que  ce  discriminant  est  égal,  à  un 
facteur  numérique  près,  à 

R(R- J^)^ 

on  devait  donc  trouver  R  —  J^  =  o. 

Si  l'on  égale  à  zéro  le  discriminant  de  l'équation  (4)  (considérée 
comme  une  équation  du  second  degré),  on  obtiendra  l'équation  de 
l'enveloppe  des  courbes  du  faisceau.  Celte  enveloppe  ne  comprendra 
pas  les  tangentes  communes  servant  de  base  au  faisceau,  parce  que  les 
courbes  les  touchent  en  des  points  fixes;  elle  se  réduira  donc  au  lieu 
des  points  de  rebroussement  qui  devra  être  compté  trois  fois. 

Donc  le  discriminant  de  l'équation  (4)  est  un  cube  parfait;  et.  en 
effet,  il  a  pour  valeur 

y^X.Y)-D/  =  (X,Y), 
quantité  qui,  d'après  un  théorème  bien  connu  de  M.Cayley,  est  égale  à 

-  4/''(X,  Y). 

Le  lieu  des  points  de  rebroussement  est  donc  la  courbe  du  sixième 
degré,  dont  I  équation  est 

^(X,  Yj  =  o. 
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SECTION  III. 

PROPRIÉTÉS    DES    COURBES    DE    QUATRIÈME    CLASSE. 

55.  Soit  une  courbe  de  quatrième  cl;isse  R*  et 
U  =  {(i,  b,  c,  d,  e\\,  ij.y  =  o 

son  équation  mixte.  La  foruie  U  a  deux  invariants  fondamentaux  S 
et  T,  dont  je  transcris  ci-dessous  les  valeurs, 

S  =  ne  —  ^hd  -h  3c^, 

T  =  ace  -t-  ibcd  —  ad'^  —  eh'-  —  c^. 

Ces   invariants  étant  respectivement  d'un  poitls  égal  à   4  et    d'un 
poids  égal  à  6,  les  équations 

S  =  o     et     T  =  o 

représentent  respectivement  des  courbes  du  quatrième  et  du  sixième 
ordre.  Ces  courbes,  que  j'appellerai  s*  et  5%  jouissent  des  propriétés 
remarquables  déjà  signalées  par  M.  Clebsch  [*]. 

Pour  trouver  les  points  de  rencontre  de  S*  et  de  R*,  faisons,  dans  S, 
a  ei  b  égaux  à  zéro,  S  devient  alors  égal  à 

30="; 

cette  quantité  s'annule  pour  c  =  o,  et  ne  s'annule  que  dans  ce  cas. 
Donc  la  courbe  s*  passe   par  les  ^4  points  de  rebroussement  de   la 
courbe  R*  et  ne  coupe  la  courbe  qu'en  ces  points. 
Dans  les  mêmes  hypothèses,  T  se  réduit  à 

d'où  cette  conséquence  : 

La  courbe  G®  touche  R'  en  chacun  de  ses  24  points  de  rebrousse- 
ment et  n'a  d'ailleurs  aucun  point  commun  avec  elle. 

[*]   Uber  symbolische  Darstellung  algebraischer  Pormen  (Crelle,  t.  59). 
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Ainsi  les  points  de  rebiousseincnt  de  R*  sont  les  points  d'intersec- 
tion (les  deux  courbes  S*  et  6°. 

36.  Par  chique  point  M  du  plan,  on  peut  mener  quatre  tangentes 
à  K'.  Cherchons  le  rapport  anharmonique  de  ces  tangentes.  Soit  k  ce 
lapport  anharmonique.  Si  nous  posons 

nous  voyons,  comme  au  n"  51,  que  z  est  laciiie  de  l'équation 

S'[(z  +  2)(2z.  -  3/J  -4.27r(z  -i)»=o, 

s  et  T  ayant  la  même  signification  qu'au  paragraphe  |)récé(ient. 
Jj'équation 

aS^-+-  ]ST-=:  o. 

où  a.  et  j3  désignent  des  constantes  arbitraires,  représente  donc  le  lieu 
d'un  point  tel,  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  R*  forment  nn 
faisceau  ayant  nu  rapport  aidiarmonique  donné. 

Les  cas  particidiers  les  plus  remarquables  sont  les  suivants  : 

i"  Quand  A"  =  o,  d'où  z  =  xi  ;  on  obtient  alors 

S^-  27T-^=o; 

c'est,  en  coordonnées  caitésiennes,  l'équalion  de  la  courbe  R*  ; 

2"  Quand  A  =  —  i,  d'où  2  =  2;  le  rapjiort  est  alors  anharmonique, 
et  l'équation  se  réduit  à 

T  =  o; 

la  courbe  G°  est  donc  le  heu  des  points  tels,  que  les  lang-'Ules  menées 
à  la  courbe  forment  un  faisceau  harmonique; 

3°  Quand  A  =:  p,  p  étanî  une  racine  cubique  de  Innile  négative; 
on  a  aloi's  z  —  i  =^  o,  et  l'équation  se  réduit  à 

S=^  o; 
la  courbe  8*  est  donc  le  \\vu  des  |ioints  tels,   que  le   rapport   anhar- 
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monique  des  langeiifes    menées  à  la   courbe  est  égal   à   une  racine 
cnbiquede  l'nnité  négalive. 

57.  Pour  étudier  les  |)oints  doubles  de  la  combe  R\  considérons 
en  même  tcîiips  une  autre  courbe  de  quatrième  classe  K'*,  dorit  l'équa- 
tion mixte  soit 

U'=(a',  b',  c\  d',  e'il,  /x)*; 
et  posons 

l  —  ne'—  libd'  -+-  6cc'  —  lidb'  +  ea' , 
i  =  e'{ac  —  b-)  -  2d\ad  —  bc)  -h  C {ae  -h  2bd  -  3c') 
—  ib'lbe  —  cd)  +  a' {ce  —  d"^). 

I  et  J  sont  deux  unariants  des  formes  U  et  U'. 

Si  nous  égalons  à  zéro  le  nouvel  invariant  V.  =  aSJ  —  3T1,  comme 
cet  invariant  est  d'un  poids  égal  à  lo,  l'équation 

(i)  2SJ-3TI  =  o 

représentera  une  courbe  du  dixième  degré  x'". 

Pour  avoir  les  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  R*,  faisons 

a  =  o     et     6  =  o, 
Q.  devient  alors 

6c*(—  3cV-h  ■ib'cd-\-a'ce  -a'd'')+  "ic^&cd  —  lidb' -\-  ea'), 

ou  en  réduisant 

3c='a'(3ce-  2<^=). 

Cette  quantité  s'annule 
\°  Quand 

a'  =  o; 

donc  ol,'"  passe  par  les  i6  points  de  contact  des  tangentes  communes 
aux  courbes  R*  et  R*  ; 

Tome  XVII  (:j«  série).  —  Févrish  i»;2.  5 
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2°  Quand  Ion  a 

c^  ^  o; 

donc  Jt'"  passe  par  les  28  points  de  rebronssement  de  R\  chacun  de 
ces  points  comptant  pour  deux,  comme  on  le  savait  à  priori; 
3°  Quand  l'on  a 

3ce  —  2(/^  =  o, 

ce  qui  a  lieu  aux  points  doubles  deR*;  en  effet,  pour  ces  points, 

l'équation 

U  =  o, 

outre  la  racine  double  égale  à  zéro,  a  une  autre  racine  double  que 
l'on  peut  supposer  infinie,  ce  qui  revient  à  poser 

e  =  o,     r/  =  o, 

auquel  cas  l'expression  précédente  s'aunide. 

Chacun  de  ces  28  points  doubles  doit  d'ailleurs  évidenunent  être 
compté  deux  fois. 

On  a  aussi  tous  les  points  d'intersection  de  R*  et  de  x'",  car  ces 
points  sont  au  nombre  de  120,  et  l'on  a  bien 

120  =  16  +  2.  24  +  2. 28. 

/D'où  la  proposition  suivante  : 

Théouiïme.  —  Etant  données  une  courbe  de  quatrième  classe  R*  et 
une  autre  courbe  arbitraire  de  même  classe  R'\  les  16  points  où  les 
tangentes  communes  à  ces  courbes  touchent  R'  et  les  62  points  singu- 
liers de  R'  sont  situés  sur  une  même  courbe  du  dixième  degré  X*° . 

38.  Les  120  points  d'intersection  des  coiubes  vi»'"  et  K*  ne  sont  pas 
indépendants  entre  eux;  comme  on  le  sait, 


sont  déterminés  par  les  autres. 


[*]  Cf.  Clkbsch  et  GoHDAW,  toc,  cit. 
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Des  i6  points  d'intersection  distincts  des  points  singuliers  de  K\ 
i3  suffisent  donc  ponr  déterminer  les  autres;  remarquons  maintenant 
que  les  i3  tangentes  en  ces  points  suffisent  pour  déterminer  aussi 
i6  tangentes  communes  à  K'  et  à  un  faisceau  de  courbes  de  quatrième 
classe. 

De  là  résulte  le  tliéoième  suivant  : 

Si  par  les  52  points  singuliers  d'une  courbe  de  quatrième  classe  R*, 
on  fait  passer  une  courbe  quelcotique  du  dixième  ordre,  cette  courbe 
rencontre  K*  en  i6  points  distincts  des  points  singuliers  ;  les  tangentes 
menées  en  ces  i6  points  à  K*  touchent  une  autre  courbe  de  quatrième 
classe. 

39.  La  courbe  de  quatrième  classe  R"  peut  se  décomposer  en  une 
courbe  de  classe  inférieure  et  en  un  point  ou  en  un  système  de  points. 
On  démontrerait,  comme  au  n"  13,  que  !a  courbe  ^l,'"  passe  par  ces 
points. 

En  particulier,  si  R'"  se  résout  en  un  système  de  4  points,  on  a  la 
proposition  suivante  : 

Si,  par  quatre  points  (a),  on  mène  des  tangentes  à  une  courbe  de 
qiuitrième  classe  R',  les  i6  points  de  contact  des  tangentes  et  les 
Sa  points  singuliers  de  la  courbe  sont  silue's  sur  une  même  combe  du 
dixième  ordre  A,^" ,  qui  passe  par  les  quatre  points  (a). 

40.  Lorsqu'on  coupe  une  courbe  de  quatrième  classe  R'  par  une 
droite  A,  les  tangentes,  aux  12  points  de  rencontre  de  A  avec  R', 
touchent  une  même  courbe  de  troisième  classe  R%  qui  est  la  polaire 
de  A. 

Adjoignons  à  cette  dernière  courbe  un  point  arbitraire  M;  l'en- 
semble de  R^  et  M  constitue  une  courbe  de  quatrième  classe. 

La  courbe  A,'"  correspondante  passe  par  les  points  de  contact  des 
tangentes  communes  à  R^  et  ii  R%  c'est-à-dire  par  les  12  points  de 
rencontre  de  A  avec  R^;  elle  contient  donc  cette  droite  tout  entière,  et 
se  résout  en  la  droite  A  et  une  courbe  du  neuvième  ordre  Di,'.  Cette 
courbe  passe  d'ailleurs  par  les  Sa  points  singuliers  de  R",  les  4  poinLs 
de  contact  des  tangentes  menées  de  M  à  R'  et  en  outre  par  le  point  M 
(Cf.,  n°59). 

5.. 
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On  peut  donc  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Théorèjie  I.  —  Si  d'un  point  M  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  de 
quatrième  classe  K*,  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe,  les  4  points 
de  contact  et  les  52  points  singuliers  de  K*  sont  situés  sur  une  même 
courbe  du  neuvième  ordre,  qui  passe  en  outre  par  le  point  M. 

Théorème  II.  —  Si,  par  les  Sa  points  singuliers  d'une  courbe  de 
quatrième  classe  K.",  on  mène  une  courbe  quelconque  du  neuvième 
ordre,  cette  courbe  rencontre  K"*  en  4  points  distincts  des  points  sin- 
guliers, les  tangentes  en  ces  points  à  la  courbe  K*  se  coupent  en  un 
même  point  M,  qui  se  trouve  sur  la  courbe  du  neuvième  ordre. 

41.  On  peut  choisir  la  droite  A  de  telle  façon  qne  sa  polaire  se 
décompose  en  une  conique  et  un  point  ro;  nous  prenons,  du  reste,  le 
point  M  arbitrairement  dans  le  plan.  La  courbe  x'"  se  compose  alors 
de  la  droite  A  et  de  la  courbe  i)1j°  correspondante  au  point  M;  d'après 
ce  que  nous  avons  vu,  le  points  doit  se  trouver  sur  ^l,'",  et,  comme 
il  est  en  dehors  de  la  droite  A,  il  est  nécessairement  situé  sur  ifc*. 

On  trouve  dans  le  plan  i\  points  ?;7,  qui  sont  évidemment  caracté- 
risés par  la  propriété  que  les  tangentes  que  l'on  peut  mener  de  chacun 
d'eux  à  K*  ont  leurs  4  points  de  contact  en  ligne  droite;  ces  21  points 
se  trouvent  donc  sur  la  courbe  ■y^J',  quelle  que  soit  la  |)Osition  du 
point  M. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

TiiÉORi'ME.  —  Toutes  les  courbes  du  neuvième  ordre  qui  passent  par 
les  52  points  singuliers  d'une  courbe  de  quatrième  classe  passent  en 
outre  par  21  points  fixes  ;  ces  points  fixes  sont  les  points  qui  jouissent 
de  la  propriété  que  les  tangentes  menées  de  chacun  d'eux  à  K'  ont 
leurs  points  de  contact  en  ligne  droite. 

i2.   Je  m'arrête  ici  dans  l'étude  de  l'invariant  [*] 
aSJ  -  3TI; 

[*J   Je  sij^'naltiai   cepeinlant   encore,  eu    passant,  le  cas  important  où   l'invariant 
uadratiquc  I  est  identiquement  nul;  alors  la  courbe  il,"  se  décompose  en  S'  et  en  une 
courbe  du  sixième  ordre  3"  sur  laquelle  sont,  dans  ce  ras,  situés  les  28  points  doubles 
de^la  courbe  K'  et  les  28  points  doubles  de  K". 
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les  théorèmes  auxquels  cette  étude  nous  a  couduits  comprennent,  dans 
leur  énoncé,  tous  les  points  singuliers  de  la  courbe. 

Pour  étudier  en  particulier  les  points  doubles  de  R\  je  considérai  le 
covariant  du  sixième  ordre  de  U, 

V  =  {n'd  +  2b^  —  3abc,  n-e  -+-  zabd  —  <^ac^  -t-  Gb^c, 
5abe  —  iBacd  4-  loh'^d,    lob'e  —  lod^a, 
—  Bade  -f-  iSbce  —  lobd^,   —  ae^  —  ihde  +  gce'  —  bcd"-, 
icde-  2d'  -  be'll,ij.y. 

Pour  que  l'équation 

U  =  o 

ait  deux  couples  de  racines  égales,  il  faut  et  il   suffit  que   lous   les 
coefficients  du  covariant  V  se  réduisent  à  zéro. 

Le  poids  de  ce  covariant  étant  égal  à  9,  en  égalant  à  zéro  ses  coeffi- 
cients, on  obtient  l'équation  d'autant  de  courbes  du  neuvième  ordre, 
qui  toutes  passent  par  les  28  points  doubles  de  la  cotirbe. 

i3.   Considérons  en  particulier  le  coefficient  de  X'p.',  l'équation 
ad^  —  eb^  =  o 

représente,  comme  nous  venons  de  le  voir,  une  courbe  du  neuvième 
degré  passant  par  les  28  points  doubles  de  R*. 

La  forme  remarquable  de  celte  équation  donne  lieu  à  d'importantes 
conséquences;  on  voit,  en  effet,  facilement  que 


est  l'équation   tlu  faisceau  des  t;ingentes  menées  à  la  courbe  par  le 
point  .r«  situé  à  l'infini  sur  l'axe  des  x. 
De  même 

b^o 

est  l'équation  du  faisceau  des  tangentes  menées  à   la  courbe  par  le 
point  j„  situé  à  l'infini  sur  l'axe  des  }'. 
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Sui)poson5  que  ces  poinis  soient  deux  points  doubles  de  la  courbe; 
alors  a  ex  b  seront  deux  carres  parfaits,  et  si  l'on  pose 

a  =.«2     et     è  =  /3% 

l'équation  de  la  courbe  du  neuvième  ordre  deviendra 

u-d^  -  {i>b-  =  o, 

équation  qui  se  décomposera  en  deux  autres 

ad  —  Çtib  =  o 

et 

ad  -\-  [jb  =  o. 

Dans  ce  fiiit  analytique  se  trouve  l'origine  des  beaux  théorèuies  donnés 
par  Steiner  sur  les  points  doubles  des  courbes  de  quatrième  classe  [*]; 
mais,  pour  en  développer  toutes  les  conséquences,  il  est  nécessaire 
d'étudier  plus  complètement  le  covariant  V. 

M.  Considérons,  en  même  temps  que  la  courbe  R%  une  conique 
quelconque  K'  dont  l'équation  mixte  soit 

(A,  B,CU,  M.)'  =  o. 

De  cette  forme  et  du  covariant  V,  on  déduit  l'invariant  suivant  : 

l—ia^'d  -  Zabc  -\-  2i')C'  -  («"e  +  sabd  -  gac-  +  6i=c)BC= 
-h{abe-  3acd-h  2b''d)kC -^  [kabe  -  i2acd  -h  8b-d)B^C 
-H6(rt^^-  i=e)ABC  +  4(ac/'^  -  Z»-e)B^  -  {ade~3bce  + 2bd-)A^C 

—  [l\ade  —  \2bce  +  8ir/-)AB-H-  [ne-  -h  ^bile  —  c^c'^e  +■  6cf^-)BA- 

—  (6e-  —  "icde  ■+•  2d^)h? . . 


[*]  Il  est  presque  inutile  d'ajouter  que  Steiner  les  a  énoncés  pour  les  tangentes 
doubles  des  courbes  du  quatrième  ordre. 
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Cet  invariant  étant  d'un  poids  égal  à  9,  l'équation 

I  =  0 

représente  une  courbe  du  neuvième  ordre  3». 
1°  Lorsque  l'on  fait 

a  =  o     et     è  =  o, 
I  se  réduit  à 

(2rf=-3ce)(3Bc- A^)A^ 

cette  quantité  s'annule  pour 

e  =  o     et     (Y  =  o; 

doue  la  courbe  3'  passe  par  les  28  points  doubles  de  K\  Elle  s'annule 
aussi  pour 

A»  =  o; 

donc  3»  louche  R*  aux  8  points  de  contact  des  tangentes  communes  à 
K*  et  à  K\ 

2°  Considérons  les  8  tangentes  communes  à  R'  et  à  R' ;  ces  droites 
se  coupent  en  28  points.  Pour  chacun  de  ces  points,  les  équations 

(a,  b,  c,(l,  ell,  [xY  =  0 
et 

(A,B,  CU,/Ji)==o 

ont  deux  racines  conuuunes,  qu'on   peut  supposer  égales  respective- 
ment à  zéro  et  à  l'infini,  ce  qui  revient  à  poser 

a  =  o,     e  =^  o,     A  =  o,     C  =  o; 

I  s'annule  dans  cette  hypothèse,  donc  la  courbe  a"  passe  par  les  points 
de  rencontre  des  8  tangentes  communes. 
De  là  résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Etant  données  une  courbe  de  quatrième  classe  R*  et 
ujie  courbe  de  seconde  classe  R',  on  peut  construire  une  courbe  du 
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neuvième  ordre  5',  ijui  passe  par  les  28  points  doubles  de  K.*,  par  les 
28  points  de  rencontre  des  8  tangentes  communes  à  R*  et  à¥J^,  et  qui 
touche  K*  aux  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

4î>.  Pour  calculer  l'équation  de  la  courbe  3%  nous  pourrons  tou- 
jours supposer  que,  par  une  substitution  linéaire  des  variables,  on  ait 
mis  le  polvuôme  qui,  égalé  à  zéro,  donne  l'équation  de  la  conique  R^ 

sous  la  forme 

Si}}.; 

par  la  même  substitution,  le  polynôme  qui,  égalé  à  zéro,  donne  l'équa- 
tion de  la  courbe  de  quatrième  classe  R*,  deviendra 

La  valeur  de  l'invariant  I,  relative  aux  deux  formes  précédentes,  est, 
à  un  facteur  numérique  près, 

si  l'on  désigne  par  w  le  déterminant  de  la  substitution  employée,  on 
aura,  en  vertu  de  la  propriété  fondamentale  des  invariants,  à  un  fac- 
teur numérique  près, 

1=  ^-\r*^{.XiS>^  -Cift,"); 

l'équation  de  la  courbe  5'  sera  donc 

w~*^^(.l.û3-  —  CM\-)  =0. 

46.  Su|)posons  la  conique  R*  composée  du  système  des  deux  points  M 
et  M',  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 

I,  T,     et     I',  ïj'. 

Posons,  pour  un  instanl, 
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Lcqiiation  de  lii  conique  K^  (ou  de  l'ensemble  des  deux  points)  est 

(-  Y>.  +  X/;.;i(-  Y'X  +  X>.)  =  o. 

Faisons  la  substitution  suivante  : 

X  =  X'X'  -  XjUL', 

<le  (ii'teniiinant 

'»  =  XY'  -  YX'. 

Par  cette  substitution,  Irquation  des  points  M,  M'  devient 

w'Àf/.  =:  o; 

si  l'équation  mixte  de  K'  est 

F(),,  a)=o,  • 

celte  équation  devient,  après  la  transformation, 

F(X'X'  -  Xij.',  Y').'  -  Y/x')  =  o, 
ou,  en  développant, 

[F(X',Y'),  'I-',...,  'I»,   F(X,Y)ïX,f;.)r, 

<I>  et  <1>'  désignant  deux  polynômes  entiers  en   X,  Y,  X',  Y',  dont  on 
peut  se  dispenser  d'écrire  la  valeur. 

Les  quantités  7,  A,  a)b,  (D,  €  étant  ainsi  déterminées,  on  en  déduit 

I  =  ^  [F(X',  Y')<P-  -  F(X,  Y)<I)'-], 

expression  qui,  malgré  la   présence  de  w  en  dénominateur,  est   un 
polynôme  entier  en  X,  Y,  X'  et  Y'. 

Si  les  points  donnés  M  et  M'  sont  deux  points  doubles  de  la  courbe, 
comme  les  équations 

F(X,  Y)  =  o, 
F(X',Y')  =  o 

Tome  XVII  (■!'  sériel.  — Février  1S-2.  O 
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représentent  respectivement  les  faisceaux  de  tangentes  menées  de  ces 
points  à  la  courbe,  les  polynômes  F(X,  Y)  et  F(X',  Y')  sont  des  carrés 
parfaits;  et,  si  l'on  pose 

F(X,  Y)  =  w^ 
F(X',Y')  =  W-, 

l'équation  de  la  courbe  c'i'  devient 

^7~~  =  "' 

ou  bien 

(4,-W'  — W*')(a>W'  -t-Wc-') 

î — :   =  O. 

3"  se  décompose  ainsi,  comme  nous  le  verrons  tout  à  l'heure,  en 
une  courbe  du  troisième  ordre  et  une  courbe  du  sixième  ordre. 

Remarque.  —  Il  est  clair  que,  si  la  courbe  R'  a  une  tangente  double 
pour  chacun  des  points  où  cette  tangente  coupe  la  courbe,  le  polynôme 

F(X,  Y) 

est  un  carré  parfait;  on  peut  donc  ap|)liquer  la  proposition  précé- 
dente, soit  à  un  couple  de  ces  points,  soit  a  un  de  ces  points  et  un 
point  double. 

47.  On  sait,  depuis  les  beaux  travaux  de  Steiner  et  de  M.  Hesse, 
qu'une  courbe  de  quatrième  classe  peut  être  considérée  (et  cela  de 
soixante-trois  façons  différentes)  comme  l'enveloppe  de  coniques  qui 
lui  sont  quadruplement  tangentes. 

Si 

A  =  o     et     B  =  o 

sont  les  équations  tangentielles  de  deux  coniques  d'un  de  ces  groupes, 
l'équation  de  la  courbe  K*  peut  se  mettre  sous  la  forme 

AB=::C-, 
en  désignant  par 

C  =  o 

l'équation  d'une  troisième  conique. 
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En  se  reportant  à  ce  que  j'ai  dit  au  n°  5,  on  voit  immédiatement 
que  c'est  aussi  la  forme  de  l'équation  mixte  de  la  courbe,  si  l'on  sup- 
pose que 

A  =  o,      B  =  o,     C  =  o 

soient  les  équations  mixtes  de  trois  coniques. 
Soient  respectivement 

{ '  )  «0  ^■^  H-  2  bf,  Ip.  +  c„  p.-  =  o, 

(  2  )  «0  ^'"  +  2  /3„>.p.  -f-  yo  p.-  —  o, 

(3)  Ao X-  +  2  B„  Xo.  -+-  Co  [Jr  =  o 

ces  équations  mixtes. 

L'équation  mixte  de  la  courbe  de  quatrième  classe  R*  sera 

ou  bien  encore,  si  l'on  j)ose 

«À-  -4-  2hlu.  4-  cyr  —  (flo).-  -i-  2^0^!^  -*-  t-'oF) 

+  2p  (AoX'-  +  2B„X|yL  +  Cop.2) 

+  pMa„X*  +  2/3„XfA  +  7„^^), 

aX"-  -h  a/BX//.  4-  y/j.-  =  (a„>;^  +  2^>oXp.  +  c„/j.^) 

-f-  25(A„X^  -4-  2BoXpi  +  C„p;^) 
H-  5^(aoX='  -H  2/3„X/A  + 7„p.'-'), 

AX=  +  2BXp.  -^  Cu.^-=  (rt„X^  +  2boXp.  -f-  fo/J.') 

+  (p  +  5)  (AoX-  +  2B0X/J.  4-  C„,a^) 
+  |îÔ(.5r„X^ +  2/3„X/x4-7op.^), 

ô  el  (5  désignant  deux  paramètres  variables  arbitraires, 

[al-  +  2  iXp.  +  cp.-)  («X-  -t-  2jSXp.  -4-  yp.2)  =  (  AX2  +  2BXp  -f-  Cu.' )\ 

6.  ' 
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Les  équations 

(5)  aX^  -I-  2/;X;j.  -h  cp.-  =  o 
et 

(6)  yX-  -h  2/5X/JL  +  7fj.-  =  o 

ropréscnleiil  deux  quelconques  des  coniques  du  groupe  qu;\druple- 
inent  tangentes  à  R'  ;  les  8  tangentes  aux  8  points  de  contact  dos  deux 
coniques  touchent  une  troisième  conique,  dont  l'équation  est 

(7)  AX-  +  2BXa  +  Cp.-  =  o. 

On  peut  ilonner  à  p  six  valeurs  telles  que  la  conique  représentée 
par  l'équation  (1)  se  décompose  en  un  système  de  2  points;  ces  points 
sont  évidemment  des  points  doubles  de  la  courbe,  et  l'on  obtient  ainsi 
les  12  points  doubles  qui  appartiennent  au  groupe  considéré. 

48.  Ce  qui  précède  peut  être  présenté  d'une  façon  plus  nette  en 
employant  les  considérations  exposées  par  M.  Aronhold  dans  son 
Mémoire  sur  les  Courbes  du  quatrième  ordre  [*]. 

On  sait  qu'en  général  trois  courbes  de  seconde  classe  quelconques 
peuvent  être  considérées  comme  les  polaires  de  trois  droites  du  plan 
j)ar  rapport  à  une  certaine  courbe  de  troisième  classe. 

Les  courbes  déterminées  par  les  équations  (i),  (2)  et  (3)  sont  ainsi 
les  polaires  de  trois  droites  relativement  à  une  courbe  de  troisième 
classe  bien  déterminée  R'  [*']. 

Soient 

y;  =  o,       7^  =  o,       P  =  O 

les  équations  de  ces  droites. 

La  conique  déterminée  par  l'équation  (5)  est  la  polaire  de  la  droite 

p  -^  2pV  -h  p-v;  =  o; 


[*]   Comptes  rendus  mensuels  de  l 'Académie  de  Berlin,  juin  1864. 
[**]   Voir  Hermite  :  Sur  le  résultant  de  trois  formes  /juadratiqnes  ternaires  { Journal 
de  Crellc,  X.  LVII). 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  45 

loiUes  les  flroiles  déterminées  par  cette  équation,   lorsqu'on  y  (hit 
varier  p,  enveloppent  une  conique  C-  dont  l'équation  est 

pv7  —  V-  =  o. 

De  là  les  conséquences  suivantes  : 

1"  Toute  droite  tangente  à  la  conique  C=  a  pour  polaire,  par  rap- 
port à  R',  une  conique  quadruplement  tangente  à  K'  et  appartenant 
au  groupe  considéré. 

1"  Si  l'on  considère  deux  droites  tangentes  à  C-,  leurs  coniques 
polaires  sont  quadruplement  tangentes  à  K';  les  8  tangentes  menées 
aux  points  de  contact  touchent  une  même  conique,  qui  est  la  polaire 
de  la  corde  joignant  les  points  où  les  droites  louchent  C-. 

3°  Les  six  couples  de  points  doubles  appartenant  au  groupe  sont 
les  coniques  polaires  des  tangentes  communes  à  C-  et  à  la  liessienne 
de  K'. 

4J).  Je  vais  maintenant  démontrer  que,  si  la  conique  K=  est  une  des 
coniques  données  par  l'équation  (7),  en  d'autres  termes,  si  cette 
conique  est  la  polaire  d'une  droite  du  plan  par  rapport  à  K%  la 
courbe  5»  se  décompose  en  une  courbe  du  troisième  ordre  et  luie 
courbe  du  sixième  ordre. 

A  cet  effet,  posons 

B^  -  AC  =  A, 

et  effectuons  la  substitution 

À  =  (si-  B)X'  +  (vÂ+15)itv/, 
y-  =  A  À'  —  Xjj.', 

propre  à  réduite  à  un  rectangle  la  forme  AX-  +  2BX,u.  +  Cp.-,  et  de 
déterminant 

w  =  —  2A  \:à  . 
Soient 

(l'I-  4-  2h'\ix  -f-  c'ijr, 
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ce  que  deviennent  respectivement,  après  la  transformation,  les  formes 

A>.-  -+-  aBX/j.  -h  Cij.'-,     al-  +  7.bliJ.  -+-  cpr,     al'-  -H  3(3X;j.  -+-  yijr. 
Les  équations  mixtes  des  courbes  R^  et  R*  deviendront 

aB'Xp.  =  o, 
(rt'X^  -4-  2b'/.y.  -f-  c'p.-)  {&.'}}  +  2j3'>,/j.  4-  7'f.-)  —  B"-l-^.'^  =  o, 

et  l'équation,  en  coordonnées  cartésiennes  de  3"  sera,  d'après  ce  que 
j'ai  dit  plus  haut, 

u-'^Y)'^[a'c.'{h'y'  -^  c' Ci' f  —  c'-^ib'a!  +  a' ^'f\  =  o, 


ou  encore 

«-'B'-'(rt'7'  —  6-'«')(/''V.'7'—  j3'-rt'c')  =  o. 

50.  En  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

B'=2AA, 
h'  =  A{2Bb  —  Crt  -  Ac), 
|3'=  A(2B^-  Ca  -  Ay). 

Mettons  maintenant  l'équation  précédente  sous  la  forme  suivante  : 

(8)     ',j-''B'=B'(a'7'  -  c'a')  [b'-{a'-/  -  p'-)  -  fi"'{a'c'  -  b"),  =  o. 

Je  remarque  que  le  déterminant 

A     B     C  j 
a      b     c    \ 

«     p     7   I 

est  un  invariant  des  trois  formes  (5),  (6)  et  (7);  on  a  donc 


B'(fl'7'  —  ca') 


o      B'     o 
a      b'     c' 

ce'     fi'      Y 


ABC 

abc 

a      /5     7 
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On  a  de  même 

a'7'-/S'==  w-(ay- /5-)     et     a'c' -b'- =^  u>'{ac  -  fr); 
d'où 

b'-{'^'i  -  Ci'-)  -  ^'-{n'c'  -  h'-) 

=  A=w^[(2B^.  -  Crt  -  Ac)(«y-|3^)  -  (2B/5-C«  -  .\y){ac  -  h% 

Remplaçons,  dans  l'équation  (8),  w,  B',...  par  leurs  valeurs;   elle 
deviendra,  toutes  réductions  faites, 


ABC 
abc 

X     fi     y 


x[{2Bb-~Ca~Ac)-{ay-^-)-[-îBfi-Cv.-Ay)\ac-b')]=o. 


51.   Avant  d'examiner  la  relation  précédente,  il  est  bon  de  revenir 
sur  quelques  points  de  la  théorie  des  sections  coniques. 
Considérons  trois  coniques 

P^     sr,     P, 
et  soient,  comme  ci-dessus, 

{a,b,ca,u.y=o,     (ar,  ^,  yî(X,  ^)==o,     (A,  B,  C  ï  X,  p.)=  =  o 

leurs  équations  mixtes. 

Les  invariants  fondamentaux  de  ce  système  de  formes  sont  : 
i"  Les  discriminants 

ne  -  b\     ay  -  [i\     AC  -  B-, 

qin,  égalés  à  zéro,  donnent  les  équations  cartésiennes  des  coniques; 
2°  Les  invariants  simultanés  quadratiques 

Ay  +  C«-2B,5,     Ac  +  Cn-aBé,     ay  +  ca  -  ib^. 

J/équation 

Ay  +  Cc<  —  2B/3  :=o 
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représente  une  conique;  de  chacun  des  points  de  celte  courbe  les 
tangentes  nienées  aux  deux  coniques  P  et  ?r  forment  un  faisceau  liar- 
nionique. 

I/équation  des  tangentes  communes  à  P  et  à  sr  s'obtient  en  égalant 
à  zéro  le  résultant  des  formes 

(a. /3,  Y  :  X,  p.)=     et     (A,  B,  C  (  X,  ^)=. 

D'après  un  beau  théorème  de  M.  Boole,  cette  équation  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

(A7  +  Ck  -  2Bfî)=  -  4(a7  -  |5-j(AC  -  B")  =  o. 

Les  invariants  Ac  -+-  Ca  —  2Bh  et  a^  -+-  ca.  —  2^/5  ont  une  si- 
gnification analogue  relativement  aux  systèmes  de  coniques  P,  p 
et  p,  ^r. 

3"  L'invariant  gauche  G,  dont  la  valeur  est 

I  A     B     G 

\  a      b     c 

I  «     ^     7 


L'équation 


G  =  o 


reiirésente  une  courbe  de  troisième  ordre;  c'est  évidemment  le  lieu 
des  points  tels,  que  les  tangentes  menées  de  ces  points  aux  trois  coni- 
ques données  forment  un  faisceau  en  involution. 

Il  est  clair  qu'on  peut  remplacer  ime  de  ces  coniques  par  une  quel- 
conque des  courbes  dont  l'équation  est 

p  (A,  B,  C  l  X,  ij.f  +  6  [a,  b,  c  f  X,  [j.f  +  ç(«,  fi,  y  ï  X,  (xf  =  o, 

p,  6  et  o  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Cette  courbe  jouit  d'un  grand  nombre  de  propriétés  remarquables 
qui  sont  dues,  pour  la  plupart,  à  M.  Cayley. 
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52.  D'après  le  i-ésiiltal  auquel  je  suis  parvenu  clans  les  n'"  iî)  et  '>0, 
on  voit  que,  dans  le  cas  considéré,  la  courbe  ^*  se  décompose  en  une 
courbe  de  troisième  ordre  Q\  dont  l'équation  est 

A     n     C 
n      fi      c 

a       fi      y 

et  une  courbe  de  sixième  ordre  Q»,  dont  l'équation   est 
{2nh  -Ca-  Ac)-{ay  -  ;3^i  _  (aB/S  -  Ca  -  Ayy-{nr  -  h')  =  o. 

55.  Éludions  d'abord  la  courbe  Q^  pour  abréger  le  discours, 
I  enqjloierai  les  ex|)ressions  suivantes. 

J'appellerai  coniques  F^"  les  différentes  coniques  cpii  soni  les  pohures 
des  droites  du  plan  relativement  à  la  courbe  de.  troisième  classe  K' ■ 
les  coniques  F' forment  un  réseau. 

J'appellerai  coniques  G'-  les  coniques  qui  sont  les  polaires,  par  rap- 
|>ort  à  K\  des  droites  tangentes  à  C;  ces  coniques  G"  sont  des  posi- 
tions particulières  des  coniques  F  =  ,  chacune  d'elles  est  quadrupla  ment 
tangente  à  K\ 

D'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  on  voit  que  la  combe  Q'  peut  être 
définie  pir  les  propriétés  suivantes  : 

Si  l'on  prend  d'une  façon  quelconque  trois  coniques  F%  le  lieu  des 
points,  d'où  l'on  voit  ces  coniques  suivant  un  faisceau  en  involution , 
est  la  courbe  Q'. 

Etant  données  deux  coniques  quelconques  F-,  les  jioiuis  de  rencontre 
des  tangentes  communes  à  ces  deux  courbes  sont  situés  sur  Q\ 

Etant  donnée  une  conique  quelconque  G',  les  quatre  tangentes,  aux 
points  où  cette  courbe  touche  K  '  se  coupent  en  G  points  situés  sur  Q' . 

La  courbe  Q''  est  le  lieu  des  couples  de  points  qui  Jont  partie  des 
coniques  F". 

Elle  passe  par  les  12  points  doubles  de  R'  i/ui  appartirunent  au 
'groupe  considéré. 

La  courbe  Q*  est  la  corrélaiive  de  la  courbe  désignée  par  G  dans  le 
Mémoire  de  Stei ner. 

Toniû  XVII  (j*  série).  —  FÉvniER  1S72.  n 
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34.  La  courbe  Q',  qui  passe  par  les  12  points  doubles  du  groupe, 
est  complètement  déterminée  et  ne  dépend  p;is  de  la  conique  R-. 

Il  n'eu  est  pas  de  même  de  la  courbe  Q''. 

La  courbe  A%  qui  se  compose  des  courbes  Q'  et  Q',  devant  passer 
par  les  28  points  doubles  de  la  courbe  et  Q'  ne  contenant  que  la  de 
ces  points,  les  iG  autres  sont  situés  sur  Q°. 

L'équation  de  cette  courbe  peut  se  mettre  sous  la  i'ornie  suivante  : 

[(2B/;  -  Ca  -  Ac)-  -  /j(AC  -  W)'ac  -  l>-)}{ay  -  ^-) 
=  [(aBjS  -Cx  -  \y)-  -  /((AC  -  h-){ay  -  f:i-)]{ac  -  b-). 

D'où,  si  l'on  se  reporte  à  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  (n"  51),  les  con- 
clusions suivantes,  qui  concordent  d'ailleurs  avec  ce  qui  a  été  établi 
généralement  pour  la  courbe  ô°  : 

Théorème.  —  Etant  données  deux  conicjues  quelconques  p  et  zs, 
(juadrupleinent  tangentes  à  Yi.'  et  appartenant  au  groupe  considéré, 
les  quatre  tangentes  aux  points  de  contact  de  p  rencontrent  les  quatre 
tangentes  aux  points  de  contact  de  rs  en  16  points;  ces  16  points  et  les 
16  points  doubles,  qui  n'appartiennent  pas  au  groupe,  sont  situés  sur 
une  même  courbe  du  sixième  ordre,  qui  passe  en  outre  par  les  4  points 
d'intersection  des  coniques  p  et  zs  et  touche  K*  aux  8  points  on  cette 
courbe  est  touchée  par  les  coniques. 

oii.   Reprerious  l'équation  de  Q" 
{iBh  -  Ac  -  Car{7.y  -  p-)  =  (2B|3  -  A7  -  Cxriac  -  b-], 

et  supposons  que  chacune  des  coniques  p  et  ro  se  réduise  à  un  couple 
de  points  (qui  seront  des  points  doubles  du  groupe). 
Ou  aura  alors 

V  étant  l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  eu  lesquels  se 
ré.ioul  la  conique  57;  on  aura  de  même 

ac  —  b-  =  Vi  -, 
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cl  l'équalioii  |)n''cétienle  deviendra 

{■îBb  -  Ac  -  Cfl-)  V^  =  (aR,S  -  Ay  -  Ca)-  W-  ; 

la  courbe  Q"  se  décompose,  dans  ce  cas,  en  <ieiix  courbes  du  troi- 
sième ordre  analogues  à  Q'  et  dont  les  équations  sont 

(2BA  -  Ca  -  Ac)V-i-  2Bp  -  C«  -  A7)W  =  o, 
{■illh  -  Ca  -  \c)\  -  {1  \ift  -  Ca  -  Ay)  W  =  o. 

50.  Soient  d  et  ci'  une  couplo  quelconque  de  points  doubles  d'une 
coiM-be  de  quatrième  classe  R';  ces  points  détinissent  un  groupe  de 
12  points  doubles  (G),  dont  ils  font  eux-mêmes  partie,  et  les  12  points 
du  grou|)e  sont  situés  sur  une  des  courbes  du  troisième  ordre  de 
Steiner. 

Soit  A  iM)  troisième  point  double  de  la  conrbe;  je  supposerai,  pour 
simplifier  la  démonstration,  que  d  et  d'  soient  respectivement  les 
points  situés  à  l'infini  sur  l'axe  des  jc  et  sur  l'axe  desj)',  et  que  A  soit 
l'origine  des  coordonnées. 

Cela  posé,  l'origine  étant  un  point  double,  en  f;iisant  dans  l'équa- 
tion mixte  tle  K' 

.r  =  o     et    j-  =^  o, 

le  réstdtat  doit  être  un  carré  parfait;  cette  équation  est  donc  delà  forme 

(f;.x  -  Ijj  ' -r-  4  («X  -H  j3/j!.)(/j.j:-  —  ).j- ;■'  -]-6{al-  +  •^bl[j.-i-  cp.-) (f;,x—  Xj)^ 
4-  4 (A).'  -+-  3BPfx  4-  3CX|UL-  -1-  Dix-)  [p-x  -  IjY 

-i-  (PX'  -h  uQX,a  -4-  Wp.^)-  =  o, 

Px-  -+■  2Qxj-  4-  Rj--  =  o  étant  l'équation  des  tangentes  menées  a  la 
courbe  par  le  point  A. 

Les  points  situés  à  l'infini  sur  l'axe  des  x  et  sur  l'axe  des  j  étant 
des  points  doubles  de  la  courbe,  les  coefficients  de  X'  et  de  /j.'  dans 
l'équation  précédente  sont  des  carrés  parfaits,  et  l'on  peut  poser,  par 
exemple, 

j  1='  -  4A/  +  6aj'  _  4«j,  ^  +;  ■•  =  (j=  _  2aj  +  //,% 
(  R-  +  4Dx  4-  6cx-  4-  4/3a-'  -r  x'  —  {x-  -H  2/3.r  +  /•/, 
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d'où,  eu  [larliciilier,  on  déiliiit  la  relation  snivantc  : 

(ro)  V-k-  -  R=//=  =  o. 

Les  coclficients  de  ^1" [j.  el  de  4\'J<-%  dans  l'équation  mixte  d"  R% 
sont  respectivement 

PQ  —  3B;-  +  A.r  —  "iaxy  -t-  3hy-  —  /3j'^  +  'ic/.xy-  —jr^x 
et 

RO  +  3Cx  —  Dj  —  Zcxj  +  Zhx'-  -\-  ax^  —  ?)fix^f  —  x^y. 

Il  résidtc  de  là,  et  de  ce  que  j'ai   dit  |)lus  haut,  que  l'équation  de  la 
courbe  Q'  est 

[f-  -  •a«j-+-  //) 

X  (RQ  -I-  3Cx  —  Dj—  3cxj -h  3^x-+  ax'  —  3j3j:^7-  —  x'-^ y) 
+  (x=  -H  2/3.r  +  k) 

X  (PQ  —  3Br-t- Ao:— 3rt.rr+3/;j^  — j3;'-f-3aj:/*—  ;  'x)  =o, 

et  l'équation  de  Q' 

[y-  —  1C/.J  +  h) 

X(RQ  +  3Cx  —  Dj-  — 3cxj -t-3ix-+  ax^  —  3j3x-/— x'  ;) 
—  (x-  +  2/3x  +  k) 

X  (PQ  — 3B/+  Ax  —  3flxj'+3è/'-  — |3x^-+-  3axj)^  — j^x)=  o. 

Cette  dernière  équation  est  en  apparence  du  sixième  degré;  mais,  en 
vertu  des  relations  (9),  ce  degré  s'abaisse  au  troisième. 

o7.   Les  premiers  membres  des  équations  précédentes,  quand  I  on 
y  fait 

x  =:  o      et     ^=:  o, 

se  réduisent  respectivement  à 

Q(AR4-/IP)     et  à     Q(AR-AP). 

De  l'équation  (lo),  il  résulte  que  l'une  des  quantités  précédentes  est 
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luillo  [*];  le  point  A  se  trouve  donc  sur  la  courbe  Q^  ou  siu-  la 
courbe  Q". 

Il  est  clair,  d'après  ce  que  j'ai  dit  précédenimenl,  qu'il  se  trouve 
sur  Q*  s'il  fait  partie  du  groupe  (G),  et  sur  Q'  dans  le  cas  contraire. 

Dans  le  premier  cas,  l'on  a 

hn  -  kV  =  o; 

or  c'est  là  la  condition  nécessaire  pour  que  les  six  droites  représentées 
par  les  équations 

j^  —  2a7  -t-  /?  =  o, 

x^  ■+■  2j3x  +  A-  =  o, 

P.r-  +  ^Ç^xy  4-  Rj" 

soient  tangentes  à  une  tuéme  conique;  et,  d'ailleurs,  ces  droites  sont 
les  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  par  les  trois  points 
doubles  A,  B,  C. 

D'où  cette  propriété  due  à  Steiner  : 

Si  le  point  A  appartient  au  groupe  (G),  les  6  tangentes  que  l'on  peut 
mener  à  la  courbe  des  points  d,  d'  et  A  touchent  une  même  conique. 

58.  Supposons  maintenant  que  le  point  A  n'appartienne  pas  au 
groupe  (G);  on  a  alors 

//R  +  AP  =  o; 

soit  r  l'une  quelconque  des  tangentes  menées  du  point  C  à  la  courbe,  et 


Pj:  -  j^(Q  -h  v/Q'  -  PR)  =  o 
son  équation;  l'équation  de  la  seconde  de  ces  tangentes  V  sera 


P:r  —  j(Q-vg'-  PR)  =  o. 


[']  Je  suppose,   pour  abréger  la  discMission,  qu'aucune  des  quantités  P.  Q,   R  ne 
soit  nulle;  c'est  évidemment  le  cas  général. 
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Appelons  r„  la  conjuguée  harmonique  de  F'  par  rapport  aux  deux 

axes  f/A  et  ^'A,  l'équation  de  cette  droite  sera 


l'ensemble  des  droites  T  et  To  ayant  pour  équation 


Pa-  -  2  v/Q'  -  PR^r  -  Rj'  =  o 
L'égalité 

AR  +  AP  =  o 

expi'iine  précisément  la  relation  nécessaire  pour  que  les  droites  T  et 
Tg  et  les  4  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  par  les  points  rf 
et  d'  touchent  une  même  conique. 

On  peut  donc,  en  groupant  ensemble  les  résultats  précédents, 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  pris,  sur  une  courbe  de  quatrième  classe,  2  points  doubles  d 
et  d',  ces  2  points  déterminent  lo  autres  points  doubles  de  la  courbe 
qui  forment,  avec  les  premiers,  un  groupe  (G)  de  12  points  situés  sur 
une  même  courbe  du  troisième  ordre. 

Soient  A  un  point  double  de  la  courbe  différent  de  d  et  de  d\  et  T 
et  r'  les  tangentes  menées  à  ce  point.  La  droite  T  et  les  tangentes 
menées  par  d  et  d'  déterminent  une  conique.  Cela  posé  : 

i"  Si  A  fait  partie  du  groupe  G,  la  droite  F'  se  confond  avec  la 
deuxième  tangente  que  l'on  peut  mener  du  point  A  à  la  conique; 

2°  Si  A  ne  fait  pas  partie  de  ce  groupe,  la  droite  F'  et  cette  deuxième 
tangente  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  ^d 
et  \d'. 
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llœorie  des  ondes  et  des  re/noris  qui  se  propagent  le  long  d' un 
canal  rectangulaire  horizontal,  en  communiquant  au  liquide 
contenu  dans  ce  canal  des  vitesses  sensiblement  pareilles  de 
la  surface  au  fond  [*  ]  ; 

Pau   m     .1    BOUSSIXESQ. 


Tous  les  ingéniours  connaissent  les  belles  expéiietices  de  J.  Scott 
Russell  [**]  et  de  M.  Bazin  [***]  sur  la  production  et  la  propagation 
des  ondes  solitaires.  Si,  à  l'entrée  d'un  canal  rectangulaire  contenant 
un  liquide  en  repos  et  de  profondeur  constante,  on  donne  naissance 
à  un  gonflement,  soit  en  versant  brusquement  du  dehors  une  nouvelle 
quantité  de  liquide,  soit  en  refoulant  celui  qui  s'y  trouve  déjà  .lu 
moyen  d'tui  pistou  placé  à  l'entrée,  ce  liquide  se  répand  tumultueuse- 
ment sur  celui  qui  est  un  peu  plus  éloigné  de  l'entrée,  et  |)roduit  un 
grand  nombre  de  tourbillons,  qui,  par  les  frottements  considérables 
qu'ils  occasionnent  entre  les  couches  fluides,  rendent  bientôt  presque 
égales,  du  fond  à  la  surface,  les  vitesses  horizontales  communiquées 
aux  molécules  liquides  d'une  même  section.  Ces  tourbilloiinemenis 
s'éteignent  ensuite,  le  mouvement  se  régularise,  et  l'on  voit  se  pro- 
pager le  long  du  canal  «ne  onde  unique,  dont  le  vohuiie  est  tout  en 
saillie  au-dessus  de  la  surface  libre  primitive,  et  dont  la  coupe  loriiji- 
tudinale,  |)arfaitemenl  régidière  et  syuiétiique  par  rapport  à  la  verticale 


[*]  Présentée  à  l'Académie  des  Sciences  le  i3  novembre  1871. 

[**]  Faites  en  i843  et  publiées  en  i845  (Report  of  the  fnurthecntli  meeting  of  thr 
Britisth  Assiiciation  for  titt:  iiiUanciinvnl  nf  science,  hect  ai  York  in  septemhir  i844'> 
London,  i845). 

[***]  Recherches  hydrauliques  entreprises  par  Dnrcy  et  continuées  par  M.  Bazin, 
a*"  partie,  au  tome  XIX  des  Havaiits  étrangers;  on  peut  voir  aussi  le  Rapport  de 
M.  Clapeyron,  Comptes  rendus,  lo  août  i863,  t.  LVII,  p.  3i2. 
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menée  par  son  sommet,  a  seulement  deux  points  d'inflexion  :  c'est 
Yoiide  solitaire.  Elle  est  douée,  suivant  l'expression  de  Scott  Russell, 
d'une  très-grande  longévité,  c'est-à-dire  qu'elle  parcourt  de  grands 
espaces  sans  se  déformer  d'une  manière  sensible.  Scott  Russell  a  trouvé 
expérimentalement  et  M.  Bazin  a  vérifié  avec  soin  que  le  carré  de  sa 
célérité  ou  vitesse  de  propagation  est  égal  au  produit  de  la  gravité 
g  =  c)™,8o9  par  la  distance  qu'il  y  a  du  sommet  de  l'onde  au  fond  du 
canal.  Chaque  molécule  liquide,  en  repos  avant  que  l'onde  l'atteigne 
et  après  qu'elle  l'a  dépassée,  est  animée  dans  l'intervalle  d'une  cer- 
taine vitesse  dans  le  sens  du  transport  apparent  de  la  siuface  libre. 

Ces  lois  se  vérifient  d'autant  mieux  que  la  hauteur  du  gonflement 
est  plus  petite  en  comparaison  de  la  profondeur  |)rimitive  du  fluide  : 
lorsque  le  rapport  de  la  première  de  ces  quantités  à  la  seconde  ap- 
l)roche  de  l'unité,  l'onde  se  raccourcit,  sa  forme  cesse  d'être  stable,  et 
son  sommet,  se  propageant  plus  vite  que  sa  partie  antérieure,  sur- 
plombe enfin  et  tombe  eu  avant,  par  fragments  qui  donnent  naissance 
à  tout  autant  de  nouvelles  ondes  solitaires  plus  petites  :  on  dit  alors 
que  l'onde  déferle  ou  qu'il  y  a  mascaret. 

Au  lieu  de  produire  à  l'entrée  du  canal  une  ouÔlC  positive,  c'est- 
à-dire  constituée  par  un  gonflement,  on  peut  y  produire  une  onde 
négative,  constituée  par  une  dépression;  cela  se  fait  d'ordinaire  en 
ouvrant  et  en  fermant  presque  aussitôt  après  une  vauPiC,  de  manière 
à  laisser  écouler  une  quantité  limitée  du  liquide  irontenu  dans  le  canal. 
Après  quelques  secondes,  pendant  lesquelles  naissent  et  puis  s'étei- 
gnent des  tourbillonnements  tumultueux  qui  rendent  presque  égales, 
de  la  surface  au  fond,  les  vitesses  horizontales,  le  mouvement  se  régu- 
larise et  la  dépression  se  propage  avec  une  célérité  dont  le  carré  vaut 
encore,  bien  qu'avec  moins  de  précision  que  dans  le  cas  de  l'onde 
positive,  le  produit  de  la  gravité  par  la  distance  du  sommet  (alors 
concave)  de  l'onde  au  fond;  mais  l'onde  n'acquiert  pas  une  forme 
stable  et  ne  reste  pas  même  unique;  sa  partie  antérieure  s'allonge  sans 
cesse,  tandis  qu'il  se  forme  à  sa  queue  une  série  d'ondes  plus  petites 
et  de  grandeurs  décroissantes,  alternativement  convexes  et  concaves, 
et  qui  sont,  les  premières,  positives,  les  secondes  négatives,  c'est-à-dire 
entièrement  situées,  les  unes  au-dessus  et  les  autres  au-dessous  de  la 
surface  libre  initiale. 
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M.  Bazin  a  encore  cliulié  expérimentalement  ce  qu'il  appelle  des 
tenions,  c'est-à-dire  des  gonflements  produits  par  l'injection  continue 
et  uniforme,  à  l'entrée  d'un  canal,  d'une  quantité  indéfinie  de  liquide. 
Ces  gonflements,  en  se  propageant  sur  l'eau  immobile  du  canal,  offrent 
l'apparence  d'une  lame  fluide  de  hauteur  sensiblement  constante  qui 
glisserait  par-dessus,  précédée  d'une  série  de  convexités  et  de  conca- 
vités de  grandeurs  décroissantes,  respectivement  situées  au-dessus  et 
au-dessous  de  la  face  supérieure  de  la  lame  liquide  qui  suit,  mais  toutes 
positii'es,  c'est-à-dire  plus  élevées  que  la  surface  libre  primitive  :  la 
première  de  ces  convexités,  appelée  par  M.  Bazin  onc/e  initiale,  est 
environ  une  fois  et  demie  plus  haute  que  la  lame  qui  suit.  Le  carré  de 
la  vitesse  de  propagation  de  celle-ci  et  de  l'onde  initiale  est  égal  au 
produit  de  la  gravité  par  la  profondeur  primitive,  augmentée  d'une 
fois  et  demie  la  hauteur  de  la  lame  considérée. 

Ces  lois  ne  se  vérifient  qu'autant  que  le  rapport  de  la  hauteur  de 
l'intumescence  à  la  profondeur  primitive  est  une  quantité  assez  petite. 
Lorsque  ce  rapport  approche  de  l'unité,  l'onde  initiale  déferle  sans 
cesse,  sa  hauteur  n'est  plus  supérieure  à  celle  de  la  lame  qui  suit,  et, 
à  cause  sans  doute  de  l'exagération  des  frottements  du  fond  ou  des 
parois,  le  carré  de  la  vitesse  de  propagation  n'est  plus  égal  environ 
qu'au  produit  de  la  gravité  par  la  distance  de  la  face  supérieure  de 
cette  lame  au  fond. 

Concevons  actuellement  que  le  canal,  toujours  rectangulaire  et  de 
section  normale  constante  à  fond  horizontal,  ait  une  certaine  pente 
longitudinale,  et  que  le  régime  uniforme  s'y  trouve  établi  avant  la 
propagation  des  ondes  étudiées.  Les  frottements  développés  entre  les 
filets  fluides  ou  entre  ceux-ci  et  les  parois  ferorit  équilibre  à  la  com- 
posante du  poids  de  ces  filets  suivant  l'axe  du  canal,  composante  dont 
on  pourra  par  conséquent  faire  abstraction,  de  manière  à  réduire  la 
pesanteur  g  à  sa  seconde  composante,  normale  au  fond  et  sensible- 
ment égale  à  g.  Si  d'ailleurs  les  vitesses  des  divers  filets  sont  assez  peu 
différentes  et  qu'on  adopte  un  système  d'axes  coordonnés  animés  de 
la  moyenne  de  ces  vitesses,  le  liquide,  rapporté  à  ce  système  d'axes, 
pourra  être  supposé  immobile.  Des  ondes  ou  des  remous  qui  produi- 
ront de  petites  vitesses,  peu  différentes  dans  toute  l'étendue  d'une 
section  normale,  ne  changeront  d'une  manière  notable,  ni  le  glisse- 
Tome  XVII  (2<:  série).  —  Février  1872.  8 
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ment  relatif  des  filets,  tii  celui  de  la  masse  liquide  le  long  des  parois, 
ni  par  suite  les  frottements,  qui  feront  toujours  équilibre  à  la  compo- 
sante de  la  pesanteur  suivant  la  direction  des  fdets.  Tout  se  passera 
donc  sensiblement  par  rapport  au  système  des  axes  mobiles  adoptés, 
lors  de  la  propagation  de  ces  ondes  ou  de  ces  remous,  comme  si  le 
canal  était  horizontal  et  le  liquide  primitivement  en  repos.  M.  Bazin  a 
reconnu,  par  de  nombreuses  expériences,  qu'il  en  est  à  peu  près  ainsi 
dans  les  canaux  découverts  ordinaires,  et  que  l'on  peut  étendre  avec 
assi^z  d'exactitude,  aux  ondes  ou  aux  remous  qui  y  sont  propagés,  les 
lois  des  ondes  et  des  remous  produits  dans  un  liquide  en  re[)os,  pourvu 
que  le  mouvement  soit  rapporté  à  un  système  d'axes  animés  de  la 
vitesse  moyenne  des  filets  fluides.  Cette  extension  lui  a  permis  d'ex- 
pliquer les  principales  circonstances  de  la  propagation  des  marées 
dans  la  partie  maritime  des  fleuves,  et  notamment  celle  de  la  barre, 
ou  onde  initiale  d'une  grande  hauteiu-  qui  les  précède  parfois,  et  qui, 
en  déferlant  aux  points  du  fleuve  où  la  profondeur  primitive  de  l'eau 
est  au-dessous  d'une  certaine  limite,  produit  le  mascaret  proprement 
dit.  Elle  permettrait  également  de  rendre  compte  des  gonflements  for- 
més par  les  crues  d'un  fleuve  dans  la  partie  inférieure  de  ses  affluents, 
et  du  retrait  de  ces  crues  qui  a  lieu  dès  que  le  fleuve  commence  à 
décroître. 

Tels  sont,  en  résumé,  les  phénomènes  intéressants  décrits  par 
M.  Bazin  dans  la  deuxième  partie  des  Recherches  hjdrauUques  :  les 
mis,  dans  lesquels  le  rapport  de  la  hauteur  des  intumescences  à  la 
profondeur  primitive  est  une  petite  quantité  en  valeur  absolue,  sont 
régis  par  des  lois  simples;  les  autres,  dans  lesquels  ce  rapport  approche 
de  l'unité,  obéissent  à  des  lois  bien  plus  compliquées,  encore  incon- 
nues, et  ne  paraissent  pas  même  compatibles  avec  la  parfaite  continuité 
du  fluide  et  surtout  de  ses  mouvements,  puisqu'il  s'y  produit  fréquem- 
ment des  mascarets. 

Je  me  propose  de  donner  ici  une  théorie  à  peu  près  complète  des 
premiers  [*],  en  me  bornant  au  cas  d'un  liquide  en  repos,  cas  auquel 

[*]  Une  partie  de  ce  Mémoire  a  déjà  élé  résumée  datis  deux  articles  présentés,  le 
19  juin  et  le  1^  juillet  187  i ,  à  l'Académie  des  Sciences,  et  insérés  aux  Comptes  rendus 
des  séances  de  ces  jours  (t.  LXXII,  p.  755,  et  t.  LXXIII,  p.  256). 
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on  vient  de  voir  que  se  ramène  celui  d'un  liquide  en  mouvement,  et 
en  prenant  pour  point  de  départ  de  mon  analyse  le  caractère  qui  les 
distingue  essentiellement  des  autres  mouvements  ondulatoires  des 
liquides  :  ce  caractère  consiste  en  ce  que  les  vitesses  horizontales  des 
molécules  fluides  y  sont  sensiblement  égales  dans  toute  l'étendue 
d'une  même  section  normale  du  canal.  L'extrême  longévité  de  l'onde 
solitaire  prouve  d'ailleurs  que,  dans  ces  phénomènes,  les  frottements 
ont  très-peu  d'action  dès  que  le  mouvement  s'est  régularisé,  et  qu'on 
peut  admettre  avec  une  approximation  suffisante  la  fluidité  parfaite, 
c'est-à-dire  l'égalité  de  pression  en  tous  sens  :  comme,  d'autre  part, 
les  composantes  11,  v,  u-  de  la  vitesse  suivant  trois  axes  rectangulaires 
hxes  desXjj-,  z  sont  nulles  autour  d'une  molécule  quelconque  avant 
que  l'onde  l'atteigne,  elles  y  vaudront  à  toute  époque,  d'après  un 
théorème  connu  de  Lagrange  et  de  Cauchy,  les  trois  dérivées  partielles 
en  JT,  j-,  z  d'une  fonction  ç.  Le  caractère  disfinctif  de  la  classe  des 
phénomènes  étudiés  permet  d'obtenir  9  en  série  convergente  ne  con- 
tenant pas  d'autre  inconnue  que  la  vitesse  aux  divers  points  du  fond. 
Cette  série,  substituée  à  cp  dans  des  formules  connues  de  l'hydrodyna- 
mique, fournit,  entre  la  profondeur  sur  les  diverses  sections  normales 
et  la  vitesse  aux  divers  points  du  fond,  deux  équations  aux  dérivées 
partielles  par  rapport  au  temps  et  par  rapport  à  la  coordonnée  longi- 
tudinale X.  A  une  première  approximation,  c'est-à-dire  en  négligeant 
tous  les  termes  très-petits  en  comparaison  du  rapport  de  la  hauteur  de 
l'intumescence  à  la  profondeur  primitive,  ces  deux  équations  condui- 
sent à  la  loi  remarquable  de  Lagrange,  seul  résultat  théorique  qui  eût 
été  obtenu  sur  ce  sujet  avant  mon  article  des  Comptes  rendus  relatif  à 
l'onde  solitaire  :  elle  consiste  en  ce  que  toute  intumescence  de  petite 
hauteur,  positive  ou  négative,  se  propage  en  conservant  sa  forme  et 
avec  une  vitesse  égale  à  la  racine  carrée  du  produit  de  la  gravité  par 
la  profondeur  primitive. 

Cette  loi  cesse  d'être  vraie  à  une  deuxième  approximation.  Il  n'y  a 
plus  alors,  si  ce  n'est  pour  certains  phénomènes  particuliers,  une 
vitesse  de  propagation  commune  à  toute  l'ontle,  et  il  convient  de  di- 
viser l'intumescence,  à  partir  de  sa  tète,  en  parties  infiniment  petites 
de  volume  constant,  comprises  entre  des  plans  consécutifs  normaux 
à  l'axe  du  canal,  et  positives  ou  négatives  suivant  que  leur  hauteur, 
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qui  est  l'excès  de  la  profondeur  actuelle  aux  points  où  elles  se  trouvent 
sur  la  profondeur  primitive,  l'est  elle-même.  Considérant  à  part  cha- 
cune de  ces  parties,  je  démontre  que  le  carré  de  sa  vitesse  de  propaga- 
tion est  égal,  à  un  instant  donné  quelconque,  au  produit  de  la  gravité  g 
par  la  somme  :  i"  de  la  profondeur  primitive,  2"  d'une  fois  et  demie 
la  hauteur  actuelle  de  la  |)artie  considérée  de  l'intumescence,  et  3°  de 
la  coiu-bure  qu'y  affecte  la  surface  libre,  multipliée  par  l'inverse  de  la 
même  hauteur  et  par  le  tiers  du  cube  de  la  profondeur  primitive. 

Il  est  particulièrement  intéressant  d'étudier  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  général  de  l'onde,  en  appelant  ainsi  un  point  tel  que  le 
produit  de  chacune  de  ses  deux  coordonnées,  horizontale  et  verticale, 
par  le  volume  total  de  l'intumescence,  vaille  la  souniie  des  diverses 
l)arties  élémentaires  de  l'intumescence,  respectivement  multipliées  par 
la  coordonnée  pareille  de  leurs  milieux.  Le  carré  de  sa  vitesse  de  pro- 
pagation est  égal  au  produit  du  nombre  g  par  la  profondeur  primitive, 
augmentée  de  trois  fois  la  hauteur,  positive  ou  négative,  du  centre  de 
gravité  considéré  au-dessus  de  la  surface  libre  initiale.  Cette  hauteur 
reste  constante  aux  divers  inhtants  du  mouvement  [*]  :  son  invariabilité 
provient  de  ce  que,  multipliée  par  le  double  du  volume  de  l'intu- 
mescence et  par  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  liquide,  elle  devient 
sensiblement  égale  à  l'énergie  totale  et  constante  de  l'onde,  c'est-à-dire 
au  travail  que  produirait  l'onde  si  l'on  remettait  le  fluide  instantané- 
ment en  repos  ["]. 

Le  volume  total  d'une  intumescence  et  son  énergie  ne  sont  pns  les 
deux  seules  intégrales  qui  restent  constantes  pendant  le  mouvement, 
et  qui  caractérisent  ainsi  chaque  intumescence.  11  y  eu  a  encore  une 

[*]  Cela  n'empêche  pas  rintumescence  de  s'aplatir  parfois  indéfiniment  :  il  faut  et 
il  suffit  pour  cela  (ju'elle  se  décompose  en  parties  alleinativcment  positives  et  négatives, 
«"allongeant  de  plus  en  plus,  et  dont  la  somme  algébrique  seule  représente  sa  valeur 
constante;  le  centre  de  gravité  de  toutes  les  parties  positives  et  celui  de  toutes  les 
parties  négatives  deviendront  très-rapprochés  de  la  surface  libre  initiale,  quoique  le 
centre  de  gravité  général,  situé  sur  le  prolongement  de  la  droite  qui  les  joint,  se  main- 
tienne toujours  à  la  même  hauteur. 

[  J  II  est  évident  que  je  fais  ici  abstraction  des  frottements  :  leur  effet  est  de  dimi- 
nuer un  peu,  d'un  instant  à  l'autre,  l'énergie  de  l'onde,  et  par  suite  de  rapprocher 
sans  cesse  de  la  surface  libre  primitive  le  centre  de  gravité  de  l'intumescence. 
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troisième,  dont  on  obtient  les  divers  éléments  en  divisant,  comme  il  a 
été  dit,  l'intumescence  en  parties  infiniment  petites  par  des  sections 
normales,  et  en  midlipliant  la  distance  de  deux  consécutives  de  ces 
sections  par  le  carré  de  l'angle  que  la  surface  libre  actuelle  y  fait  avec- 
la  surface  hbre  primitive,  carré  diminué  de  trois  fois  le  cube  du  rap- 
port de  la  hauteur  qu'y  a  l'intumescence  à  la  profondeur  initiale. 
J'appelle  cette  intégrale  moment  d'instabilité  de  Voude,  pour  une  raison 
qu'on  verra  bientôt. 

Il  est  natin-el  de  chercher  si,  parmi  toutes  les  formes  possibles  que 
peut  affecter  le  profil  longitudinal  d'une  intumescence,  il  n'en  existe 
pas  une  qui  donne  à  toutes  les  parties  la  même  vitesse  de  propagation, 
de  manière  que  l'onde  avance  sans  se  déformer.  S'il  y  a  une  forme 
pareille,  il  est  probable  que  les  ondes  l'acquerront  souvent  dans  la 
période  initiale  du  mouvement,  en  verlu  du  principe  général  d'après 
lequel  les  phéiiomènes  tendent  vers  un  état  permanent  toutes  les  fois 
qu'une  cause  persistante  n'y  met  pas  obstacle.  Or  je  démonirc  qu'une 
forme  pareille  existe  effectivement  quand  l'intumescence  est  positive 
et  d'un  volume  assez  petit,  mais  seulement  dans  ce  cas.  Celte  forme, 
dont  j'obtiens  l'équation  finie  sans  autre  transcendante  qu'un  cosinus 
hyperbolique,  est  celle  d'une  courbe  telle  que  le  produit  de  chacune 
de  ses  ordonnées  par  le  cube  d'une  ligne  constante  est  égal  au  produit 
des  deux  parties  en  lesquelles  l'ordonnée  considérée  divise  la  surface 
totale  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  abscisses.  Elle  est  symé- 
trique par  rapport  à  la  verticale  menée  par  son  sommet,  et  a  deux 
points  d'inflexion  situés  aux  deux  tiers  de  sa  hauteur;  entre  ces  deux 
points  elle  est  convexe,  en  deçà  et  au  delà  elle  est  concave,  et  va  se 
raccorder  asymptotiquement  au  profil  longitudinal  primitif  de  la  sur- 
face libre.  Sa  hauteur  totale  est  égale  aux  trois  seizièmes  du  carré  du 
volume  de  l'intumescence  par  unité  de  largeur  du  canal,  divisés  par  le 
cube  de  la  profondeur  primitive  :  pour  une  onde  d'une  énergie  donnée, 
celte  hauteur  augmente,  tandis  que  la  base  décroit,  quand  la  profon- 
deur diminue,  et  l'on  conçoit  que  le  déferlement  se  produise  lorsque 
l'exhaussement  devient  exagéré.  Enfin,  l'onde  a  son  centre  do  gravité 
au  tiers  de  sa  hauteur,  ce  qui,  d'après  une  loi  précédente,  donne  pour 
le  carré  de  sa  vitesse  de  propagation  le  produit  du  nombre  g  par  la 
distance  qu'il  y  a  de  son  sommet  au  fond  du  canal.  L'intiunescence  est 
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donc  bien  alors,  avec  toutes  les  circonstances  qui  la  caractérisent, 
l'onde  solitaire  de  Scott  Russell. 

Il  reste  à  expliquer  la  formation  fréquente  de  cette  espèce  particu- 
lière d'ondes  et  leur  singulière  stabilité.  J'y  parviens  en  démontrant 
qu'une  onde  solitaire  est,  parmi  toutes  les  intumescences  douées  d'une 
égale  énergie,  celle  pour  laquelle  l'intégrale  que  j'ai  appelée  moment 
d' instabilité  a  sa  plus  petite  valeur,  et  même  la  seule  qui  rende  cette 
intégrale  maximum  ou  minimum.  Il  en  résulte  que,  si  une  intumes- 
cence diffère  peu  à  un  instant  donné,  sous  le  rapport  de  la  forme,  de 
l'onde  solitaire  de  même  énergie,  elle  en  différera  peu  à  toute  époque  : 
car  elle  ne  pourrait  s'en  écarter  notablement  sans  que  son  moment 
d'instabilité  grandît  d'une  manière  sensible,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  ce  moment  est  invariable.  La  forme  vraie  de  l'intumescence 
oscillera  donc  sans  cesse  autour  de  celle  d'une  onde  solitaire,  ou  plutôt 
les  frottements,  que  nous  avons  négligés,  et  qui  ont  une  influence 
notable  au  commencement  de  la  propagation,  ne  tarderont  pas  à  an- 
nuler ses  petites  variations  et  à  donner  à  l'onde  une  forme  permanente, 
tout  comme  ils  font  revenir  assez  promptement  à  leurs  positions 
d'équilibre  stable  un  système  de  points  matériels  qui  en  ont  été  peu 
écartés.  Et,  de  même  que  celte  action  des  frottements  peut  amener 
de  très-loin  certains  corps  à  leur  état  d'équilibre,  on  conçoit  qu'elle 
puisse  changer  en  ondes  solitaires  des  intumescences  qui  d'abord  en 
différaient  beaucoup. 

Entre  plusieurs  intumescences  de  même  énergie,  celles  dont  le  profil 
s'écarte  le  plus  de  celui  d'une  onde  solitaire,  et  qui,  par  suite,  sont 
les  plus  changeantes  d'aspect  d'un  moment  à  l'autre,  ont  aussi,  d'après 
ce  qui  précède,  les  moments  d'instabilité  les  plus  grands  :  ces  moments 
méritent  donc  bien  le  nom  que  je  leur  ai  donné,  puisqu'ils  représen- 
tent en  quelque  sorte,  par  leurs  grandeurs  relatives,  la  rapidité  et 
l'amplitude  des  transformations  que  subit  chaque  onde. 

La  production  d'une  forme  stable  est  impossible  dans  les  deux  cas 
d'une  onde  négative  et  d'une  intumescence  continue,  et  même  dans 
celui  d'une  intumescence  positive  et  finie  trop  considérable,  qui  ne 
pourrait  se  changer  en  une  onde  solitaire  luiique  sans  acquérir  une 
hauteur  excessive  et  devenir  par  suite  instable.  Dans  ces  trois  cas,  la 
théorie  permet,  non-seulement  d'obtenir  les  formules  expérimentales 
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des  vitesses  de  propagation,  mais  encored'expliquer  les  diverses  circon- 
stances qui  se  produisent,  telles  que  la  formation,  à  la  queue  d'une 
onde  négative,  d'une  série  d'autres  ondes  plus  petites,  alternativement 
positives  et  négatives,  et,  à  la  tête  d'une  intumescence  continue  posi- 
tive, celle  de  renflonienis  dont  le  premier  et  le  plus  élevé  est  l'onde 
initiale  de  M.  Bazin. 

Il  est  un  cas  dans  lequel  la  surface  de  l'onde  peut  avoir  en  tous  ses 
points  une  très-petite  courbure,  de  manière  que,  les  molécules  fluides 
décrivant  des  lignes  sensiblement  droites  et  parallèles,  la  pression  varie 
hydrostatiquement  sur  toute  l'étendue  d'une  même  section  :  c'es't  celui 
d'une  dépression  de  longueur  indéfinie,  dont  les  parties  ont  des  pro- 
fondeurs lentement  croissantes  de  l'une  à  l'autre  à  mesure  qu'on  s'é- 
loigne de  sa  tète,  comme  il  s'en  produit  à  l'embouchure  d'un  canal 
lors  du  retrait  d'une  crue.  Dans  ce  cas,  on  peut  obtenir  les  diverses 
circonstances  du  phénomène,  soit  en  employant  les  formules  générales, 
soil  en  se  servant  d'une  équation  du  mouvement  non  permanent  des 
eaux,  donnée  par  M.  de  Saint-Venant  dans  un  Mémoire  inséré  aux 
Comptes  rendus  (t.  LXXIII,  p.  147  et  aSy,  17  et  24  juillet  1871)  :  cette 
équation  comprend  comme  cas  particulier  celle  dont  on  se  sert  dans 
l'étude  du  mouvement  permanent  par  filets  sensiblement  reciilignes; 
mais,  étant  établie,  comme  celle-ci,  sur  l'hypothèse  que  les  pressions 
varient  hydrostatiquement  aux  divers  points  d'une  même  section,  elle 
ne  peut  pas  être  appliquée  aux  cas  où  la  surface  libre  a  une  courbure 
sensible  [*].  Si  on  voulait  l'employer,  par  exemple,  dans  l'étude  de 
l'onde  solitaire,  on  trouverait  pour  profil  longitudinal  de  la  surface 
libre,  non  pas  une  courbe  symétrique  par  rapport  à  la  verticale  menée 


[*]  La  même  observation  s'applique  à  une  théorie  de  M.  Paitiot,  résumée  dans  un 
article  des  Comptes  rendus  (t.  LXXIII,  p.  91,  10  juillet  1871)  et  complétée  dans  le 
Mémoire  cité  des  17  et  24  juillet  1871  (p.  147  et  287)  de  M.  de  Saint-Venant,  qui 
obtient  du  reste  ainsi  les  mêmes  résultats  que  par  sa  propre  méthode.  M.  Parliot  con- 
sidère les  intumescences  de  hauteur  finie  comme  résultant  de  la  superposition  d'intu- 
mescences successives  infiniment  petites,  dont  chacune  est  supposée  régie  ])ar  la  loi 
simple  de  Lagrange,  bien  que  propagée  par-dessus  toutes  les  intumescences  précédentes, 
c'est-à-dire  dans  une  eau  dont  la  surface  a  cessé  d'être  horizontale  et  même  en  général 
plane.  Une  telle  assimilation  n'est  pas  suffisamment  exacte  lorsque  la  surface  acquiert 
une  courbure  sensible. 
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par  son  sommel,  mais  une  ligne  en  pente  de  plus  en  plus  douce  d'un 
instant  à  l'autre  du  côté  de  la  queue  de  l'onde,  et  surplombant  verti- 
calement du  côté  de  sa  tête.  L'onde  déferlerait  donc  sans  cesse,  si  pelite 
que  fût  d'ailleurs  sa  hauteur  par  rapport  à  la  profondeur  primitive. 
C'est  également  le  résultat  auquel  on  est  conduit  lorsqu'on  veut  appli- 
quei-  la  formule  usuelle  du  mouvement  permanent  aux  points  d'un 
cours  d'eau  où  la  courbure  des  filets  est  sensible,  c'est-à-dire  aux  res- 
sauts; cette  formule  conduit  à  admettre  en  ces  points  une  surface  libre 
surplombante,  ou  ayant  un  plan  tangent  vertical,  circonstance  que  les 
ressauts  n'offrent  qu'exceptionnellement  et  peut-être  jamais.  Mais 
l'application  au  retrait  assez  lent  des  crues  de  l'équation  donnée  par 
M.  de  Saint-Venant  est  parfaitement  légitime.  Les  lois  principales  de 
ce  pbénoméne,  déjà  établies  dans  le  Mémoire  cité  (fornudes  24  et  26), 
bien  qu'en  supposant  la  vitesse  moyenne  dans  toute  section  simple- 
ment fonction  de  la  profondeur  (hypothèse  dont  on  peut  se  passer 
quand  il  s'agit  d'ondes  peu  profondes),  consistent  en  ce  que  :  1°  la 
vitesse  moyenne  sur  chaque  section  est  égale  à  deux  fois  la  racine 
carrée  du  nombre  g,  midlipliée  par  la  différence  de  la  racine  carrée 
de  la  profondeur  actuelle  et  de  celle  de  la  profondeur  primitive; 
2°  chaque  ordonnée  verticale  comprise  depuis  le  fond  jusqu'à  la  sur- 
face libre  se  transporte  (en  apparence),  dans  le  sens  de  la  propagation 
de  l'onde,  avec  une  vitesse  égale  à  la  racine  carrée  du  nombre  g, 
multipliée  par  l'excès  du  triple  de  la  racine  carrée  de  cette  ordonnée 
sur  le  double  de  celle  de  la  profondeur  primitive. 


§  L    —  Equations  Joiidamentales. 

Soient  :  x^j,  z  les  coordonnées,  par  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
laires fixes,  d'un  point  de  l'espace  occupé  à  l'époque  t  par  une  molé- 
cule d'un  fluide;  p  la  pression  en  ce  point  [*];  p  la  densité,  supposée 

[*]  L'hypothèse  de  la  fluidité  ou  mobilité  parfaite,  qui  n'est  jamais  complètement 
réalisée,  consiste  à  regarder  comme  nulle  tonte  résistance  au  glissement' réciproque  de 
deux  parties  adjacentes  de  matière,  ou  à  supposer  normale  la  pression  exercée  sur  tous 
les  éléments  plans  que  l'on  peut  concevoir  à  l'intérieur  du  corps  considéré,  liquide  ou 
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imt  fonction  donnée  âep;  u,  i>,  w  les  composantes,  suivant  les  trois 
axes,  de  la  vitesse  au  niêmo  point,  composantes  qu'on  adiiiet  être  des 
fonctions  continues  de  x,  r,  z,  t  [*];  enfin  X,  Y,  Z  les  composantes 
de  l'action  exlérieiire  rapportée  a  l'unité  de  niasse.  On  sait  que  les 
trois  équations  iudé(jiiies  des  mouvements  sont 

(,)      L'k.==x~  (—\       1'!L-Y  ^  (±\       L'It  -  V  _  ('''^\ 

dans  lesquelles  i"—),    /^j,    ('■^\    désignent  les  dérivées  de  u,  w,  iv 

prises,  par  rapport  au  temps,  en  suivant  i.ne  même  molécule,  c'est- 
à-dire  les  rapports  à  dt  des  accroissements  que  reçoivent  u,  v,  w  lors- 
qu'on y  fait  grandir  t  de  dt,  x  de  iidt,  j  de  vdt,  z  de  wdt;  leurs 
expressions  sont 

Il  tant  y  joindre  l'équation  de  contiiuiUe 

,Q\  <lp  cl   LU  d.av  d.piv 

dt  dx  dy  dz  ' 


dw\  _ 
'dt]~ 


gaz  :  il  suil  des  formules  bien  connues  qu'on  déduit  de  la  considération  du  tétiaédre 
de  Cauchy  qu'une  telle  pression  a  forcément  la  même  valeur  pour  tous  les  éléments 
plans  qui  se  croisent  en  un  même  point,  el  qu'elle  est,  par  suite,  une  simple  fonction 
de  X,  y,  z,  t. 

[*]  Lorsque  les  frottements,  ou  actions  tangentielles  exercées  |)ar  les  fUiuLi  natu- 
rels en  mouvement  en  outre  des  pressions  normales^  ont  des  valeurs  relativement  troii 
faibles  pour  qu'il  soit  nécessaire  de  les  faire  entrer  dans  les  équations  (corain'e  lors- 
qu'on étudie  l'écoulement  par  les  orifices  en  mince  paroi  ou  par  les  déversoirs  et  les 
phénomènes  fi  divers  des  ondes  de  toute  espèce),  leur  importance,  bien  que  moins 
visible,  n'est  pas  moindre  pour  cela.  Ce  sont,  en  effet,  ces  actions  tangentielles  qui 
produisent  la  continuité  des  mouvements,  c'est-à-dire  qui  empêchent  deux  molécules 
très-voisines  d'avoir  des  vitesses  notablement  différentes  :  or  les  questions  d'hydro- 
dynamique dans  lesquelles  on  fait  abstraction  des  frottements  et  qui  ont  pu  être  traitées 
jusqu'à  ce"  jour  ne  sont  des  problèmes  déterminés  qu'autant  qu'on  y  suj>pose  la  con- 
tinuité parfaite  des  mouvements  du  fliiiile. 

Tome  Wll  (i*  sérieV  —  Février  1S72.  Q 
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et  les  conditions  spéciales  aux  surfaces  limites  dn  fluide,  conditions 
dont  l'une,  applicable  à  toutes  ces  surfaces  et  résultant  de  l'hypothèse 
même  de  la  continuité  des  mouvements,  exprime  que  les  mêmes 
molécules  fluides  y  restent  toujours,  et  dont  l'autre  revient,  pour  les 
parois,  à  les  supposer  fixes  ou  à  supposer  connus  leurs  mouvements, 
et,  pour  les  autres  surfaces  limites,  à  égaler  la  j)tession  exercée  de  part 
et  d'autre  de  leurs  divers  éléments  plans. 

Canchy  a  démontré  d'une  manière  très- remarquable,  dans  la 
deuxième  parlie  de  son  Mémoire  sur  la  théorie  des  ondes,  1816  (Savants 
étrangers,  t.  I,  1827),  et  poiu-  le  cas  des  fluides  pesants  ou  plus  géné- 
ralement des  fluides  dans  lesquels  les  composantes  X,  Y,  Z  de  l'action 
extérieure  égalent  respectivement  les  trois  dérivées  en  x,  7',  z  d'ime 
fonction  $,  que,  si  les  trois  expressions 


dv 

diV 

diy 

du 

du 

dv 

dz 

dy' 

d.r. 

dz' 

dy 

dx 

sont  nulles  autour  d'une  molécule  à  un  certain  moment,  elles  le  se- 
ront à  toute  époque.  Pour  cela,  Caucliy  observe  que  u,  «',  w,  p  peu- 
vent être  regardés,  soit  comme  dépendant  de  t  et  des  coordonnées 
actuelles  x,  y,  z  des  molécules,  soit  comme  dépendant  de  t  et  de 
leurs  coordonnées  initiales  .To,  }'„■,  Zj,  ;  car  il  est  évident  que  les  coor- 
données actuelles  x,  jr^  z  sont  des  fonctions  parfaitement  déterminées 
de  ces  coordonnées  initiales  x^,  jr^i  ^0  et  ''"  'emps  /.  On  aura  donc, 
par  exemple, 

d/j  dp    d.T  dp   dy  dp    dz 

d.7„  dv  djCi,  dy  dx„  dz    dx^ 

OU  bien,  eu  remplaçant  les  trois  dérivées  de  p  en  x,  j\  z  |)ar  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (r)  et  en  rappelant  que  X,  Y,  Z  sont  les 
trois  dérivées  partielles  en  x,  j^  z  d'une  fonction  $, 

\  l   'JP_  _   ^'1'  /du\d.r  /di'\   dy         /'/"'\  <^^  . 

[jd^,~7i7^.~  \dt)d^„  ~  \dt  j  dx,  ~~  \T/7/^„' 


on  trouverait  de  même 


(4) 


I   I     dp  <■/<!>         / d'^\  ^         I  ''•' \  '(^ 

F   I    dp  d<l' 

\  p    dza  dz 


(du \  dx  I  dv \  d)  I  dtv \  dz 

dF  ):^,~  [jt  jdy,"  \ui  jdy: 


I    dp    d'I'         1  du\dx  l dv\  dy  (d"'\  d^ 

\d7)dl„  ~  \dt]  dl„  ^     \di  jlF,' 
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Les  conditions  d'intégraliilili'î  de  la  fonction /j  seront  an  nombre  de 
trois;  l'une  d'elles  s'obtiendra  en  différentiant  la  seconde  (4)  par 
rapport  à  s,,,  la  troisième  par  rapport  à  j„,  et  prenant  la  différence 
des  résnltats.  Observons  :  i"  que  p  est  supposé  une  simple  fonction 

de  p;  2"  que  (j-)'  (y)'  {~r')  ^ox\t  précisément  les  dérivées  par- 
tielles de  M,  i',  w  par  rapport  à  t  lorsque  les  coordonnées  primitives 
sont  prises  pour  variables  indépendantes,  puisqu'on  obtient  ces  trois 
dérivées  en  suivant  une  même  molécule,  c'est-à-dire  sans  faire  varier 
^«i  Xm  ^oj  3°  enfin,  que  «,  t»,  iv  sont  respectivement  les  trois  dérivées 
partielles  de  .r,  y^  z  par  rai)]jort  à  <;  et  il  viendra 

,(..         d  r  du    dx  du    dx  dv    dy  dv    dy  div    dz  div    dz~\  

^     '        dt  L^/z,  dy„         dxt  dz,,         dz„  dj;         dy,  dz„         dz„  dy^         dy,  dz,\ 

On  peut,  dans  la  parenlliese  de  cette  relation,  remplacer  les  dérivées 
de  //,  f,  il'  en  Xp,  ^o»  '0  P'"^''  l^'urs  valeurs 

du  du   d.r  du   dy  du    dz  du 

dx^         dx  dx„         dy  dx„         dz   dx„        dy„         '  •  "  ' 

en  faisant,  pour  abréger, 

dx    dy    dz  dx   dy    dz  dy    dz    dx 


(6) 


I  -I-  »  = 

dx,  dy„  dz,  dx,  dz,  dy,  dy,  dx,  dz, 

dt    dx   dy  ilx   dy    dz  dx  dy    dz 

dz,  dy,  dx,  dy,  dz,  dx,  dz,  dx,  dy. 


et  aussi 

(7) 

dv 

dw 

dw 

du 
dz' 

du 

dv 
~  Tx 

on  trouve  ainsi  que  cette  j)arenlliese  revient  identiquement  à 
f/9  Si  d% 

dx,  d.r,  dx. 

D'après  (5),  elle  ne  dépend  pas  du  temps,  et  il  en  est  évidemment  de 
même  de  deux  autres  pareilles,  qu'on  en  déduirait  par  le  simple 
changement  de  .r„  en  /,  et  puis  en  z^.   Ces  trois  expressions  ayant 

9- 
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les  mêmes  valeurs  qu'à  l'époque  ^  =;  o,  époque  à  laquelle  x  =  x^, 
y  =^0»  z  t=  Zj,,  si  l'on  appelle  po,  <\o,  i„  leurs  valeurs  initiales,  qui 
sont  celles  de  f,  'i,  t  et  qui  dépendent  seulement  de  x^,  Ya^,  Zo<  d 
viendra 


(8) 


^9  d6 
dx„                dx„ 

d9 

^'4 

di                 dB 

dy..               dy,., 

dO 

""4 

dy. 

dB  df) 
dz,.                  dz. 

dB 

^'4 

=  'lo- 


.      ,  11'  d.v      dx      dx 

(.es  trois  eeiuations  respectivement  miiltinliees  par  — -»  -t-î  —-,  ou 

'  '  '         dXi,     dy,,     dZi, 

dy      dy      dy  f,  dz  dz  dz  .         ,  . 

par  -— .  -— ,  -r-t  ou   ennii  par  -r->  -r-i  -r-'  et   aioutees,    donnent, 

f  dx„  '   dy  „     dzj  '  d.r„  dy,  dz.,  ■' 

comme  conditions  dintégrahilité  de  la  fonction  p, 
-,  dx  dx  dx 

f  ,.  dz  dz  dz 

Ce  sont  trois  intégrales  premières,  trouvées  par  Caucliy,  des  équations 
de  l'hydrodynamique.  Le  déterminant  (6)  y  revient  exactement  à  ce 
que  j'appelle  i  +  O  dans  la  formule  (i)  de  ma  Théorie  des  ondes 
liquides  périodiques  'Savants  étiafigers,  t.  XX),  comme  on  peut  s'en 
convaincre  en  remplaçant,  dans  (6),  x,j,  z  parleurs  valeurs  primitives 
x„,  ^0,  Za,  augmentées  de  leurs  trois  accroissements  appelés  dépla- 
cements de  la  molécule  considérée;  ce  déterminant  représente,  ainsi 
qu'on  peut  le  voir  dans  le  Mémoire  cité,  ce  qu'est  devenu  im  volume 
fluide  primitivement  égal  a  un;  par  suite,  5  exprime  à  chaque  instant 
la  dilatation  éprouvée  par  la  matière  qui  environne  la  molécule  dont 
les  coordonnées  primitives  sont  Xc  j'o^  -o- 

Si,  pour  une  certaine  valeur  de  ^o,  jo>  ^o,  c'est-à-dire  autour  d'une 
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certaine  molécule,  p,  ^,  i  sont  nuls  à  un  seul  moment,  les  formules  (8) 
donneront,  autour  de  cette  molécule,  po  —  o,  lo  =  o,  t.„  =  o,  et  par 
suite  on  y  aura  à  toute  époque,  d'après  (9),  p  =  o,  q  =  o,  t  =  o,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Il  suffit  que  chaque  partie  du  fluide  soit  en  repos  un  instant,  conmie 
d  arrive,  lors  de  la  propagation  d'ondes  ou  de  remous,  avant  que  le 
mouvement  ait  envahi  les  parties  considérées,  pour  que  les  différences 
p,  1,  i  y  soient  nulles  en  ce  moment  et,  par  suite,  toujours.  Nous  aurons 
donc,  dans  tous  les  phénomènes  que  nous  allons  étudier. 


dv         div 

dw         du 

du         dv 

dz         dy 

'dZ~  Tz"" 

d)   ~  di 

ou  bien,  en  appelant  y  une  certaine  fonction  d(,>  x,  y,  2,  t. 


'h  <i9  dm 

dx  dy  dz 


Ces  relations  permettent,  comme  on  sait,  d'intégrer  une  fois  les 
équations  (i),  respectivement  multipliées  par  dx,  dy,  dz  et  ajoutées. 
En  se  bornant  au  cas  d'un  liquide  pesant  incompressible,  et  supposant 
l'axe  des  2  vertical  et  dirigé  en  haut,  ce  qui  donne  X  =  o,  Y  =  o, 
Z  =  —  g,  il  vient  l'équation  connue 

dff  i  /dif'         dtf'         da'\ 

S  ;77  ~  2  \  dV  ~^  5""'  "^  J^  )  "*"  '""''''O"  arbitraire  de  t, 


■'    . 


et,  d'autre  part,  la  condition  de  continuité  (3)  se  réduit 


(/'tp  f/'(p  rf'o 

dx''  dy'  dz' 


Supposons  le  liquide  contenu  dans  un  bassin  à  fond  horizontal  et 
agité  de  telle  sorte  que  les  composantes  horizontales  u,  v  de  la  vitesse 
aient  presque  les  mêmes  valeurs,  à  un  instant  quelconque,  pour  toutes 
les  molécules  situées  sur  une  même  verticale,  ce  qui  est  le  caractère 
distinctif  des  phénomènes  que  je  me  propose  d'étudier.  En  prenant  le 
fond  poiir  plan  des  xf,  appelant  ipo  la  valeur  de  9  aux  divers  points  de  ce 
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plan,  valeur  qui  est  une  fonction  de  x,  y,  t,  et  observant  que  la  quan- 
tité w  ou  -j-  doit  être  nulle  pour  z  =:  o  d'après  la  condition  spéciale 
aux  parois,  on  aura  évidemment 

ou  bien,  d'après  (12), 

On  peut,  dans  le  second  membre  de  cette  formule,  remplacer  j^»  ■^, 
c'est-à-dire  les  vitesses  u,  f,  parles  valeurs  très-peu  différentes  «o»  ^-o 

da.     do. 

ou  -r->  -^  que  ces  vitesse 

ax      dy      ' 

verticales  :  on  aura  ainsi 


ou  — >  -^  que  ces  vitesses  ont  aux  points  du  fond  situés  sur  les  mêmes 

dx      dy      '  ' 


u  2  \  dx'  dy' 


Cette  expression  approchée  de  ç,  substituée  encore  dans  le  second 
membre  de  f  i3),  permettra  d'obtenir,  par  approximations  successives, 
9  en  série  convergente.  Si,  afin  d'abréger,  on  représente 

par  Ao    l'expression  symbolique  -r—  -+-  — , 
"  dx'         dy' 

il  viendra  finalement 

(14)    9  =  9o-  1^^2?o+  -rizj^^^i?»-  i.2.34.5.6^^^'^^?°'^   •- 

la  fonction  o  est  ainsi  exprimée  en  fonction  des  valeurs  qu'elle  a  au: 
divers  points  du  fond. 

Cherchons  actuellement  les  deux  conditions  spéciales  à  la  surf'aC' 
libre.  J'appellerai  :  p,,  la  pression  atmosphérique,  que  je  supposera 
à  chaque  instant  la  même  partout;  H  la  profondeur  constante  di 
liquide  dans  les  parties  non  encoi'e  agitées;  H  -4-  une  petite  quantité  , 
la  profondeur,  variable  en  fonction  de  x,  j",  t,  dans  les  parties  agi 
tées;  enfin  je  poserai 

(i5)  /9  =  />o  H-pg(HH- A- z)-hP, 
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P  désignant  la  partie  de  la  pression  qui  ne  varie  pas  d'après  la  loi 
hydrostatique,  et  je  conviendrai  de  faire  nulle  la  fonction  cp  aux  points 
Ires-éloignés  où  le  mouvement  ne  se  propagera  pas  de  longtemps,  ce 
qui  est  évidemment  permis  sans  changer  nulle  part  les  dérivées  en 
.r,  ^,  z  de  cette  fonction.  La  formule  (11)  deviendra 

P  1  e/o  l    /  da'  da''  drf'\  -  .  ■  •       •        1 

—  ■=^  —  g/i  —  -r -r\  H — r-  H — r-     -I-  "ne  fonction  arbitraire  de  t. 

p  °  dt         1  \dx'         dy         dz' j 

La  fonction  arbitraire  de  t  se  détermine  en  observant  qu'aux  points 
très-éloigncs  où  ç)  =  o,  les  quatre  dérivées  de  ip  en  x,  y^  z,  t  et  les 
quantités  P  et  A  s'annident  à  la  fois  :  cette  fonction  arbitraire  est  donc 
nulle,  et  l'on  a,  pour  déterminer  la  partie  de  la  |)ression  qui  ne  varie 
pas  hydrostaliquement,  la  relation 

(,6)         p  =  _p[g*+^j_:(^^.^ii;  +  ±;)]. 

La  première  condition  s|>éciale  à  la  surface  libre  consiste  à  y  faire 
P  =  o.  La  seconde  doit  exprimer  qu'une  molécule  superficielle  se 
meut  sans  qintter  celte  surface,  et,  par  conséquent,  que,  si  l'on  suit 
une  molécule  pareille  en  faisant  croître  dans  l'équation  de  la  surface 
libre  t  de  dt,  x  de  udt^  y  de  vdt,  l'ordonnée  H  +  //,  aux  points  suc- 
cessifs où  se  trouve  cette  molécule,  croîtra  de  wdt.  On  aura  donc 

(  &^  +  S  +  -2  («*  ^  ""  +  '^')  =  O' 
Tit")  (à  la  surface  libre)  \ 

^    Il  ^  '   i  dh        dh  dh 

I    W  =  —  -+-  —  U-H— C. 

\  de         dx  dy 

Je  me  propose  d'étudier  seulement  des  mouvements  [vropagés  le 
long  d'un  canal  de  longueur  indéfinie  et  de  section  rectangulaire  nor- 
male au  plan  des  xz^  de  manière  à  n'avoir  à  considérer  que  des 
vitesses  parallèles  à  ce  plan,  indépendantes  de  j,  et  par  suite  des 
formes  cylindriques  de  la  surface  libre.  La  fonction  Ço  ne  dépendra, 
comme  la  partie  variable  h  de  la  profondeur,  que  des  deux  variables 
X  et  /,  et,  si  l'on  suppose  que  le  mouvement  se  propage  du  côté  des  x 
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positifs,  «0  et  9„  seront  nuls  pour  3C  infini.  On  aura 

o,.  —  —  1       -p  (Ix  =  —  /      u„dx; 

Jx       ''•^  Jx 

ia  formule  (i/|))  devenue  simplement 


\^j    (f  —  —  j      ih.cix  —  r—i-rz- 


1.2  dx         1.2.3.4   dx^         1.2.3.4-5.6  rfx* 


permettra,  si  l'on  n  oublie  pas  que  u,  w  sont  les  deux  dérivées  de  9 
en  X  et  z,  de  changer  les  relations  (17)  on  celles-ci  : 


d'u, 
dxdt 


^^~l     -d7 '^'^  - -77: 

('9)  i     ^i\["^'  -  -rj^  ^ ^-j  ^i-  -7- Tr  -^ -j  i  =  °' 

h  du,       ( H  H-  /O'  rf^ U,  dh       dh  I  (  H  -1-  /;)=  <i'  «0 


I        dx  128      rf.r'        "  "        dt        dx  \ 

Ce  sont  deux  équations  en  h  et  «0  qn'  régissent  les  variations  de  ces 
deux  fonctions  de  x  et  t.  Si  Ton  parvient  à  déterminer  ces  fonctions, 
les  formules  (18)  et  (16)  donneront  ensuite  les  vitesses  «,  w  et  la  pres- 
sion non-hydrosfalique  P  en  tous  les  points  du  fluide. 

La  partie  variable  h  delà  profondeur  et,  par  suite,  la  vitesse  au  fond  u^ 
seront  supposées  très-petites,  et  leurs  dérivées  successives  en  x  de  plus 
en  plus  petites,  de  manière  que  lasérie(i  8)  soit  rapidement  convergente. 
A  une  première  approximation,  on  pourra  négliger,  dans  chacune  des 
relations  (19),  les  termes  par  rapport  auxquels  d'autres  seront  très- 
grands,  c'est-à-dire,  en  particulier,  dans  la  première,  tous  ceux  qui 
sont  très-petits  en  comparaison  de  «o?  et,  dans  la  seconde,  tous  ceux 

qui  sont  très-petits  en  comparaison   de    -^-   Ces  deux  formules  se 
trouveront  ainsi  réduites  à 

La  première  de  celles-ci,  différentiée  deux  fois  par  rapport  a  x,  multi- 
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pliée  par  H,  et  ajoutée  à  la  seconde  différentiée  par  rapport  à  /,  donne 

(21)  -rr  =  ijH  -— ■ 
^       '  df'         °        f/x= 

C'est  l'équation  différentielle  approchée  déjà  trouvée  par  Lagraiige 
pour  représenter  le  mouvement  des  ondes  dans  un  canal  peu  j^rofond. 
Son  intégrale  générale  est 

(22)  h  =j{x  -  t vp)  +/, (.r  +  L  Vp), 

oùy  ety,  désignent  deux  fonctions  arbitraires.  La  seconde  relation  (20) 
devient  ainsi 

ou  bien,  en  midlipliant  par  dx  et  intégrant, 

"0  =  SJ  ^  \j[x  —  t\l^)  — y,(.r  -t-  t  \JgH)  +  une  fonction  arbitr.  F(/)J. 

Cette  valeur  de  u^,  portée  dans  la  première  (ao),  ne  la  vérifie  cpi'au- 
tant  que  F'(<)  =  o.  La  fonction  F{t)  se  réduit  donc  à  une  constante, 
dont  on  peut  supposer  une  moitié  implicitement  comprise  dans  la 
fonctionyj  et  l'autre  moitié  retranchée  de  la  fonction yj,  de  manière  à 
avoir 

(23)  «0  =  \/f^  [y(^  -  <V^)  -/.(^  +  ^  VgH)], 

sans  cependant  que  la  somme  J  +J\,  qui  doit  rester  égale  à  //,  soit 
modifiée. 

Les  deux  fonctions  arbitraires  f  et  J\  se  détermineront  en  expri- 
mant que,  pour  t  =  6,  h  et  u,,  sont  deux  fonctions  données  de  x. 
Comme  je  me  propose  d'étudier  seulement  des  intumescences  propa- 
gées vers  les  x  positifs,  je  pourrai  admettre  qu'on  ait  choisi  l'origine^ 
des  X  de  manière  que,  pour  /  =  o,  r/g  et  h  soient  nuls  ou  du  moins 
complètement  insensibles  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x.  Les 
deux  forauiles  (22)  et  (23)  donneront  alors  y(x)  =  o  etf,[x)  =  o 
pour  X  >  o,  et  les  fonctions  f  ^^  f\  seront  nulles  pour  toutes  les  va- 
leurs positives  de  leurs  variables.  Si  l'on  ne  considère  que  des  valein-s 

Tome  XVII  (2«  série).  —  Mars  1872.  I  O 
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de  X-  supérieures  à  —  iyg'H,  c'est-à-dire  telles  que  x  ■+-  t\gU  soit 
>  o,  les  relations  (22)  et  {i'^)  se  réduiront  donc  à 

(  24  )  ^'  =J {jc  -  t  vpî),     «0  =  V^f  ^'• 

Or,  comme  on  se  propose  de  n'étudier  que  ce  qui  est  propagé  vers 
les  X  positifs,  toutes  les  parties  de  l'intumescence  qui  ne  seront  pas 
très-éloignées  de  sa  tête  auront  bientôt  des  .r  plus  grands  que  —  t  \g\ï 
et  l'on  pourra  s'en  tenir  aux  formules  (24),  au  lieu  des  relations  plus 
générales  (22)  et  (aS). 

La  première  (24)  exprime  que  chaque  valeur  de  h  se  propage  le 
long  du  canal  avec  une  vitesse  égale  à  \g\l^  ou  que  la  surface  libre 
est  animée  d'un  simple  mouvement  de  translation  parallèle  au  fond  du 
canal  et  dont  la  vitesse  est  celle  d'un  corps  tombant  en  chute  libre 
d'une  hauteur  égale  à  la  moitié  de  la  profondeur  primitive. 

Passons  à  une  seconde  approximation  [*].  Il  faut  alors  conserver  : 
1*^  dans  la  première  équation  (19)  le  troisième  terme,  elle  terme ;/„  de  la 
parenthèse  qui  termine  le  premier  membre,  tous  les  termes  qui  suivent 
ceux-là  étant  évidemment  bien  plus  petits;  2°  dans  la  seconde  (19),  la 

partie  —  ^^''T'  ^^"^  premier  terme,  plus  le  second  terme  et  le  deuxième 
du  second  membre.  Seulement  ces  termes  très-petits  pourront  être 
évalués  en  y  substituant  à  h  et  u^^  leurs  valeurs  (24)  résultant  d'une 
première  approximation,  car  il  n'en  résultera  que  des  erreurs  négli- 
geables en  comparaison  de  ces  termes  mêmes.  Les  formules  (19)  de- 

[*]  Les  termes  introduits  par  cette  seconde  approximation  sont  analogues  à  ceux 
qui  représentent  les  perturbations  séculaires  dans  les  mouvements  des  corps  célestes, 
c'est-à-dire  qu'ils  acquièrent  une  influence  notable  au  bout  d'un  temps  assez  long, 
mais  restent  négligeables  dans  les  phénomènes  de  peu  de  durée.  Par  exemple,  on  peut 
les  sup|)rimer  et  conserver  aux  intégrales  du  problème  la  forme  simple  (22)  et  (aS), 
lorsque  le  canal,  au  lieu  d'être  indéfini,  est  limité  du  côté  des  r  positifs  par  une  paroi 
normale  à  l'axe  des  x,  et  qu'on  se  propose  d'étudier  la  réflexion  d'une  onde  contre 
cette  paroi.  La  condition  spéciale  h„=:o,  (jui  devra  s'y  trouver  vérifiée  à  toute  époque, 
reviendra  à  considérer  le  canal  comme  indéfini,  mais  à  superposer  à  l'onde  directe, 
supposée  se  propager  sans  réflexion,  celle  de  sens  inverse  qui  lui  serait  à  toute  époque 
parfaitement  symétrique  par  rapport  à  la  paroi  réfléchissante. 
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viennent  ainsi 

1^       dt  °  a  \  H  dr' 

Ui  ~~'        di  "  ^  »      7n\u  ~  '6   'd? 

Diffôreiitions  la  secotide  (25)  par  rapport  à  t,  en  observant  que  la 
parenthèse  très-petite  qui  la  termine  peut  être  regardée  comme  une 
simple  fonction  de  x  —  ^y^H  et  a  sa  dérivée  en  t  égale  au  produit 
de  sa  dérivée  en  x  par  —  vg^»  P"'s  ajoutons  au  résultat  la  pre- 
mière (a5),  différentiée  deux  fois  par  rapport  à  x  et  multipliée  par  H. 
Il  viendra  l'équation 

(26)  -7— =  i^H-— -  +  irll-— 


dt'  °       dx''  °       d.r-'  \  2  U     '      3   d.v' 

qui  est  la  base  de  toute  l'analyse  suivante. 


§  II.   —   n fesses  de  propagation  des  diverses  parties 
d'une  intumescence. 

J'appellerai  hauteur  de  l'intumescence  en  un  point  donné  la  valein 
de  h  en  ce  point,  c'est-à-dire  l'excès  de  la  profondeur  actuelle  sur  la 
profondeur  primitive,  et  volume  de  l'intumescence  la  quantité  totale 
de  liquide  qui  se  trouvera  dans  le  canal,  sur  une  largeur  égale  à 
l'unité,  en  plus  de  celle  qu'il  y  aurait  si  le  niveau  primitif  s'était  con- 
servé. La  partie  g  de  ce  volume  comprise  à  1  époque  t  depuis  la  tête  de 
l'onde  jusqu'à  la  section  normale  dont  l'abscisse  est  x  aura  poiu- 
expression 


'=/' 


hdx. 


L'intiunesceiice  sera  :  i"  ou  limitée  à  son  arrière,  c'est-à-dire  terminée 
du  coté  des  x  négatifs  à  une  abscisse  particulière  au  delà  de  laquelle 
les  valeurs  de  h  seront  complètement  insensibles,  et,  dans  ce  cas,  elle 
aura  un  volume  total  fini  Q,  ou  2"  illimitée,  et  j'en  considérerai  alors 
toute  la  partie  comprise  depuis  la  tète  jusqu'à  une  abscisse  Xg  très- 

10.. 
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éloignée  de  cette  téfe,  abscisse  que  je  supposerai  variable  d'un  momcut 
à  l'autre,  de  manière  que  le  volume  total  de  la  partie  considérée  soit 
constant.  En  appelant  Q  ce  volume,  on  aura  donc 

(28)  Q  =  f'hdx, 

formule   applicable   même   an   cas   d'une  onde  limitée  en  y    faisant 

Jfo  =  —   00   . 

chaque  élément  hdjc  de  l'intégrale  (27)  représente  une  partie  de 
l'intumescence  comprise  entre  deux  plans  normaux  aux  jo  et  distants 
l'un  de  l'autre  de  dx  :  on  peut  supposer  que  ces  plans  avancent  dans 
le  sens  des  jc  positifs  de  manière  que  chacun  ait  toujours  devant  lui 
une  partie  constante  de  l'intumescence,  et  par  suite  de  manière  que 
l'élément  hrljc  ou  de  d'intumescence  que  deux  plans  infiniment  voisins 
comprennent  entre  eux  soit  constant  aux  divers  instants  successifs.  La 
vitesse  de  propagation  de  chacun  de  ces  plans  sera  celle  de  la  partie 
d'intumescence  adjacente.  Cette  vitesse,  que  j'appellerai  «,  s'obtiendra 
on  exprimant  que  le  second  membre  de  (27)  ne  varie  pas  lorsqu'on  y  fait 
croître  t  de  dt  et  la  limite  inférieure  x  de  l'intégrale  de  (i)dt.  On  a  donc 


hiji  -\-  I      —dx  =  o, 


ou  bien,  en  différentiant  par  rapport  à  x, 

dh         d.liut 


:29) 


La  formule  (29)  exprime  la  conservation  de  chaque  élément  de 
volume  d(7  de  l'intumescence  :  pendant  un  instant  dt,  la  longueur  dx 

de  cet  élément  croît  du  produit  de  dt  par  la  différence  -p- dx  des 
vitesses  de  propagation  des  deux  plans  entre  lesquels  il  est  compris, 
tandis  que  sa   hauteur  h   croît  de  sa   différentielle,  '—-dt  -h '-— -^dt, 

'■  '    dt  dx 

obtenue  en  suivant  l'un  de  ces  plans;  le  produit  des  deux  dimensions  de 
l'élément  étant  constant,  il  vient,  en  divisant  sa  différentielle  par  dxdt, 


c'esl-à-dire  l'équation  (29). 


dh 

dh 

,   r/o> 

_ 

^  —  u  H 

-Il =  0. 

dt 

dx 

1I.V 
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La  substitution  à  —  de  sa  valeur  tirée  de  (29)  rend  immédiatement 
intégrable  par  rapport  à  x  l'équation  fondamentale  (26).  Celle-ci,  en 
observant  que  h  et  ses  dérivées  sont  nulles  pour  x  infini,  devient 

Cette  nouvelle  équation  peut  même  être  remplacée  par  une  autre 
plus  simple.  Posons 

,3.)  ,  =  M.-VP)-fi{î^'-H^'£*): 

d'où  il  résulte  (en  se  rappelant  que  la  dérivée  en  t  de  la  dernière  paren- 
thèse est  égale  au  produit  de  sa  dérivée  en  x  par  —  y^,  sauf  erreur 
négligeable  par  rapport  à  cette  dérivée  même) 


d^  _  d.hi 
dt  ~     dt 


^^      de   '^    2    d.v  [zH  '^  T  d^J, 


Dans  le  second  membre  de  celle-ci,  substituons  à  —  et  à  '^''"''-  leurs 

dt  dl 

valeurs  tirées  de  (29)  et  (3o).  Il  viendra  simplement 

(3.)  .^  =  vPS. 

équation  qui  a  pour  intégrale,  en  appelant  /  une  fonction  arbitraire, 

(33)  ^  =  ^{^  +  t^[^). 

Comme  il  a  été  dit  après  les  formules  (24),  h  et  ses  dérivées  en  oc  sont 
supposées  nulles,  à  l'époque  <  ^  o,  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  j:;  on  a  donc  à  cette  époque,  d'après  (3i),  ■^  ^=  o  pour  x  >  o,  et  la 
fonction  arbitraire  fX^)  ^st  nulle  pour  toutes  les  valeurs  positives  de 
sa  variable.  Or  toutes  les  parties  de  l'intumescence  qui  ne  sont  pas 
très-loin  de  sa  tête  acquièrent  bientôt  des  abscisses  plus  grandes  que 
—  ^vg^H,  de  manière  à  rendre  positive  la  somme  x  -f-  /y  à' H  et,  par 
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suite,  mille  la  fonction  |.  On  peut  donc,  clans  l'étude  de  ces  parties 
de  l'onde,  supposer  |  =  o,  ou  bien,  eu  divisant  par  h\gli  la  rela- 
tion (3i), 

\    ^1  ^/^H  4  H        bh  dx' 

Élevée  au  carré,  cette  formule  donne  sensiblement 

(35)  &r  =  g-lH  + -/i -h 


3/i 
D'où  la  loi  suivante  : 

Le  carré  de  la  vitesse  de  propagation  d'une  partie  quelconque  de 
l'intumescence  est  égal  au  produit  du  nombre  g  =  9™, 809  par  la 
somme  de  la  profondeur  primiiii>e,  d'une  fois  et  demie  la  hauteur  h  de 
cette  partie  de  l 'intumescence,  et  du  tiers  de  la  courbure  qu'j  a  la 
surface  libre ^  multiplié  par  l'inverse  de  cette  hauteur  et  par  le  cube 
de  la  profondeur  primitive. 

La  relation  (34)  donnant  a  en  fonction  de  h  et  de  sa  dérivée  se- 
conde en  X,  l'éqtiatiou  (29)  permet  d'obtenir  sous  forme  6nie,  avec 
ime  approximation  suffisante,  les  variations  de  h  qui  se  produisent 
pendant  un  temps  assez  court.  Si  l'on  appelle  «o  ime  quantité  con- 
stante très-peu  différente  de  y'g'H,  mais  d'ailleurs  arbitraire,  cette 
équation  pourra  s'écrire 

,  o  „ ,  d/t  dh  d.  h  (w  —  wo  ) 

(36)  -r  +  '^o-r^ 4 ^^  =  0; 

^         '  dt  dx  dx  ' 

son  intégrale  sera,  pour  t  assez  petit, 

(3?)  h=j{a:->.^j)-t       ',       °', 


comme  on  le  reconnaît  en  portant  cette  expression  de  h  dans  (36),  et 
en  observant  que,  dans  le  dernier  terme,  très-petit  par  rapport  au 
précédent  tant  que  t  est  peu  considérable,  l'expression  ^(co  —  w^)  du 
second  ordre  de  petitesse  peut  être  supposée  une  simple  fonction  de 
jc  —  W(,<,  et  a  par  suite  sa  dérivée  en  t  sensiblement  égale  au  produit 
de  —  Wq  P^''  sa  dérivée  en  jc.  Si,   à  mi  certain  moment  qu'on  peut 
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choisir  pour  origine  du  temps,  h  est  une  fonction  connue  /  de  x,  la 
formule  (Sy)  donnera  bien  h  pour  t  assez  petit,  après  qu'on  aura, 
dans  le  dernier  terme,  remplacé  u  par  sa  valeur  tirée  de  (34  )  et  ensuite' 
Apar/(x—  ^^t). 

L'équation  (29),  multipliée  par  h,  donne  encore,  en  désignant  par 

\dt)  '"^  <J'^''ivée  de  h  prise  en  suivant  un  même  élément  da  de  l'intu- 

...      ,  dh       dh 

mescence,  c  est-a-dire  la  somme  —  +  —  cj, 

dt  dx 

Or,  d'après  (34), 

l-i^-.  1      dh  — —  d    (  .„  Il'  H'  dh-\ 

(  JQ)  2rta)-r-  =  v/gH  -r-\h--\ ['   ~ 1 , 

^    ^'  dx        ^O      d.r\  2H         6    dx^j 

et  par  suite  (38)  devient,  en  divisant  par  h, 

/— rj  I    d   Y  I,  H-/'      d-h  dli^\  1 

"^s^iTxUn^  ^y^dP- - di^ \ 

La  formule  (27)  permet  de  remplacer  partout  hdx  par  —da,  et  il  vient 

c-'"^)    (^)=f,^ ['"(-'-?'!)]■ 

C'est  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  régit  /*,  lorsqu'on  choisit 
a  e\.  t  pour  variables  indépendantes. 

Cherchons  actuelleinent  l'expression  de  u.,,  et  celles  de  m,  v  qui  en 

résulteront.  Si  l'on  remplace,  dans  la  seconde  relation  (26),  —  par  sa 
valeur  —  -r-.- '  dans  laquelle  w  est  donné  par  (34),  cette  relation, 
multipliée  par  dx  et  intégrée  avec  la  condition  que,  pour  .r  =  »  .  h 


(4o 


^/'\  i-^n  I   d 
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et  ses  dérivées  en  .x  s'annulent,  donnera 


(40  "•>  =  \/li(f' 


4H  "^  T^ZT^ 


On   peut  remarquer  que  cette  expression  de  «oi  portée  dans  la  pre- 
mière (aS),  la  vérifie,  si  l'on  n'oublie  pas  que  —  vaut —  et  que 

les  termes  du  second  ordre  de  petitesse  ont  leur  dérivée  en  t  sensible- 
ment égale  au  produit  de  leur  dérivée  en  x  par  —  vgH. 

H  résulte  à  fort  peu  prés  de  la  formule  (i8),  différentiée  respective- 
ment par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  z, 

z-  d  ■  «„  rf«„         3'  d^  u„ 

"         2    a.r'  dx  o    dx^ 

ce  qui  donne  sensiblement,  pour  les  deux  composantes  u^  w  de  la 
vitesse  en  un  point  quelconque, 


(42) 


"=VH[^'_-rH-^(T-ï);7;^J' 


cherchons  encore  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  nivjenne,  que  je  re- 
présenterai par  U,  et  qui  n'est  autre  chose  que  la  moyenne  des  valeurs 
de  u  sur  toute  l'étendue  d'une  section.  On  aura 

le  dernier  metubre  de  celte  formule,  multiplié  par  H  -l-  A,  revient  sen- 
siblement, d'après  (34),  à  hui.  On  peut  donc  poser 

(43)  (H+A)U=:/ia),      ou      U  =  jj^. 

On  aurait  trouvé  directement  cette  relation,  en  observant  que  le  vo- 
lume fluide  (H  +  fijVcit,  qui  passe  à  travers  une  section  durant  un 
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inslant  dt,  est  égal  à  celui,  h'jjdt,  qui  se  Irouve  de  plus  an  delà  de  cette 
section  au  bout  du  nièuic  iuslaiit,  en  vertu  de  la  propagation  de  l'iii- 
tumesceiice. 

Enfjti  la  partie  P  de  la  pression,  qui  n'est  pas  soumise  à  la  loi  hydro- 
statique, sera  fournie  par  la  formule  {i6)  et  par  la  condition  P  =  o  à 
la  surface  libre.  Elle  vaudra 

expression  dans  laquelle  l'indice  i  au  bas  d'une  parenthèse  indique 
que  l'expression  entre  parenthèses  doit  être  prise  à  la  surface  libre  ou 
pour  z  =  \{  -\-  h. 

l-n  remplaçant  i"  la  diOirence  {'^\   -^,  d'après  (i 8)  et  (24),  par 

_  ( H  H-  /Q-  —  z'  d-u„  H'  —  z<  thh 

2  clxdt  ~  »       24       lix*  ' 

ce  qu'on  trouve  en  différentiant  deux  fois  en  x  la  première  (aS), 
égal  à 

r(H  +  A)'-z'   d'- J,         ^         H'  cr-h\         W  —  z'd'hl 

S   L  2  ,/x'  V"    ^    211   ^     2     djj  il"  ;^J  ' 

et  2°  \[u]  —  U-),  1(^2  _  ^^2^^  p3^  |ç^„,g  valeiu's  approchées 

_      H'  — z'  jçPh  H'  —  ;:-  dh' 


!  H      f/x' 

tirées  de  (42),  il  vient 

I  y         na -h  /ly  —  z'  d'  / ,       h^      wd^h 

,,,>     I  ^=H — i — d-A''^-^^^!^^ 

\44)        1 


_  H'  —  z'  rf<  A         H^  —  z-  /f//i'  .  f/Vi  \  "I 

24      S;^  "^         2H      l^^  ~      1x^)1 


d'h 


La  partie  principale  de  P  est  proportionnelle  à  la  courbure  —  de  la 

dx'' 

surface  libre  :  résultat  bien  naturel,  car  la  partie  non  hydrostatique  de 
la  pression  est  due  principalement  aux  forces  centrifuges. 

Tome  XVII  (a»  série).  —  Mars  1872.  I  I 
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On  peut  se  demander  quelle  est  la  valeur  moyenne  de  P  dans  ton  If 
l'étendue  du  fluide.  On  trouve  d'abord  aisément 


"  p     ,  H^   d-   /,  3/i=         2H'f/>/i\  ■       W  dh- 

çis  i   dx-  \  i\i  5     rf.r'  /  i   dx' 


P 
et  par  suite,  pour  la  valeui'  moyenne  de  —  sur  toute  une  section, 

1         /•«-<-''  p  w  d^    1 ,         3/r        iW  d'Alix         Hfdh'         ,d'/i\ 

H'  rf^    /,  /r-         2]V  d-/i\ 


3  dx'  y  H  5     ^/.'-^  / 

Multipliant  par  dx  et  intégrant  enfin  de  x  =  x,,  à  j?  =  oo  ,  il  vient 

m  bis)  i^  dccj^     fsHTi.--  ndA/'  +  H  +  -^  dF)l: 

Le  dernier  terme  de  cette  relation,  pris  à  la  limite  inférieure  x„  de 
l'intégrale,  est  nid  tlans  le  cas  d'une  intumescence  limitée,  et  insensible 
par  rapport  à  la  longueur  de  l'intumescence  dans  le  cas  contraire;  en 
le  supprimant,  on  voit  que  la  valeur  moyenne  de  P  est  nulle. 

Si,  après  avoir  intégré  par  rapport  à  z,  on  n'avait  pas  divisé  par 
H  -+-  //,  on  aurait  trouvé 


44  fer)  /      (f.T  Lfh  =  -^ 

J.V  Jo  PS  ^    J 


dh'    , 
-i-  dx. 

dx- 


§  III.   —   Mouvement  du  centre  de  gravité  d'une  onde.  —   Quantités 
constantes  qui  caractérisent  chaque  intumescence. 

L'intumescence  étant  composée  d'un  certain  nombre  d'éléments 
constants  da.,  on  peut  étudier,  non-seulement,  comme  au  parai>ra[)he 
précédent,  le  mouvement  de  propagation  de  chacun  de  ces  éléments, 
mais  encore  celui  du  centre  de  gravité  de  la  partie  d'intumescence 
formée  par  un  certain  nombre  d'entre  eux,  en  appelant  ainsi  le  point 
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dont  les  deux  coordonnées  à  chaque  instant,  multipliées  par  le  volume 
total  de  ces  éléments,  équivideiit  à  la  somme  des  produits  de  chacmi 

d'eux  par  la  coordonnée  pareille,  x  ou  U  -\ — »  de  son  milieu.  Au  lieu 

de  considérer  les  coordonnées  verticales  tout  entières,  il  reviendra  au 
même  et  il  sera  plus  commode  de  ne  considérer  que  leurs  parties 

variables,  c'est-à-dire  leurs  excès  -  sur  la  profondetu'  primitive  H.  En 

représentant  par  q  =  Ida  une  jariie  finie  de  l'intumescence,  par  ^, 
H  -f-  vî  les  deux  coordonnées  de  son  centre  île  giavité,  par  jc  la  coor- 
donnée horizontale,  à  l'époque  t,  de  l'élément  th,  on  aura 


(45) 

,,          "LxdiT                   2,/ida 

d'où, 

en  diltérentiant  par  rapport  à  t. 

(46) 

dz  _  2<orf<7      dn  _'^\di  )  ''" 

dl                <■/       '       dt                    iq 

Les  deux  intégrales  Iwda,  1  (^  Jf/o-  peuvent  être  facilement  obte- 
nues au  moyen  des  formules  (34)  ft  (4o)-  Si  l'on  remplace  au  besoin 
da  par  —  hdx,  et  que  l'on  représente  par  (  )\  la  différence  des  valeurs 
tpie  prend,  à  la  tète  et  à  la  queue  de  la  partie  considérée  d'intumes- 
cence, la  quantité  mise  entre  parenthèses,  on  trouve  aisément 

et  les  formules  (46)  deviennent,  eu  tenant  compte  de  (45), 

(47)  <  

^     '  I  dr,   _         \/giirh'  W  f  .  d'/i         ^\  ]' 
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La  première  de  ces  relations  se  simplifie  :  i°  quand  les  deux  plans 
tangents  menés  à  la  surface  libre  aux  deux  extrémités  de  la  partie  con- 
sidérée d'intianescence  sont  parallèles,  ou  que  la  différence  \-r-)  esl 
nulle,  ce  qui  arrive  en  particulier  si  l'intumescence  est  limitée  et 
qu'où  la  prenne  tout  entière  (car  alors y^  =  o  à  ses  deux  extrémités)  ; 

2°  quand  le  volume  q  est  considérable.  Dans  ces  deux  cas,  la  pre- 
mière (47)?  élevée  au  carré,  se  réduit  à 

(48)  ;^'  =  g(H-t-3v,). 

Par  conséquent,  le  carré  de  la  vitesse  de  propagation  du  centie  de 
gravité  général  d'une  intumescence,  ou  du  centre  de  gravité  d'une 
partie  d'intumescence  comprise  entre  deux  sections  normales  telles 
que  les  plans  menés  à  ses  deux  extrémités ,  tangentiellement  à  la 
surface  libre,  soient  parallèles ,  s'obtient  en  multipliant  le  nombre 
g  =  9™)  809  par  la  somme  de  la  profondeur  primitive  et  du  triple  de 
la  hauteur  de  ce  centre  de  gravité  au-dessus  de  la  surjace  libre 
primitive. 

La  seconde  formule  (47)  se  simplifie  également  beaucoup  si  on 
l'applicpie  an  centre  de  gravité  jçénéral  d'une  intumescence.  Son  .se- 
cond membre  est  nul,  en  effet,  quand  l'intumescence  est  limitée,  car  h 
et  ses  dérivées  en  x  sont  alors  nulles  à  ses  deux  extrémités,  et  il  esl 
insen.sible,  à  cause  de  In  présence  du  dénominateur  relativement  con- 
sidérable q,  lorsque  l'intuinescence  est  très-longue.  On  petit  donc 
énoncer  le  liiéorème  suivant  : 

Le  centre  de  gravité  général  d'une  intumescence  se  maintient  con- 
stamment à  une  même  hauteur  au-dessus  de  la  surface  libre  primitive; 
d'où  il  suit  que  la  vitesse  de  propagation  de  ce  centre  de  gravité  est 
constante. 

L'invariabilité  de  ïj  durant  le  mouvement  revient  à  dire  que  l'inté- 
grale Ihdc,  étendue  à  toute  l'intumescence,  ne  dépend  pas  du  temps. 
Cette  intégrale,  que  j'appellerai  E,  de  manière  à  avoir 

(49)  E  =  f^'^luln^j^'  h^dx, 
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exprime  en  effet  à  très-peu  près,  si  on  la  multiplie  par  le  poids  spéci- 
fique pg,  l'énergie  totale  et  constante  de  l'onde,  c'est-à-dire  le  travail 
qu'elle  produirait  si  le  fluide  revenait  au  repos. 

Pour  le  démontrer,  observons  que  ce  travail  total  serait  égal,  d'après 
le  principe  des  forces  vives,  à  la  demi-force  vive  actuelle  possédée  par 
Ips  molécules  fluides,  augnientée  du  travail  que  produirait,  p.ir  son 
poids,  l'intumescence  en  s'affaissant,  et  des  travaux  qu'effectueraient, 
soit  les  pressions  exercées  sur  sa  surface,  soit  les  actions  moléculaires 
réciproques  du  fluide  lui-même.  Ces  derniers  travaux  seraient  nuls  : 
en  effet,  d'une  part,  la  pression  atmosj)hérique  constante  appliquée 
fout  autour  du  fluide  ne  peut  produire  aucun  travail  à  cause  de  l'in- 
variabilité du  volume  fluide  total,  non  plus  que  les  pressions  exercées 
en  outre  aux  divers  points  des  parois,  et  qui  sont  normales  aux  dépla- 
cements des  molécules  fluides  adjacentes;  d'autre  part,  les  actions 
moléculaires  s'opposant  seulement,  à  cause  de  l'absence  supposée  des 
irottements,  aux  changements  de  volume  et  non  aux  changements  de 
forme,  ne  travaillent  pas  dans  des  mouvements  qui  laissent  invariable 
le  volume  de  chaque  particule  fluide  [*].  Il  n'y  a  donc  qu'à  évaluei 
la  demi-force  vive  totale  des  nioiécuies  et  le  travail  qu'effectuerait  le 
poids  du  liquide  si  l'intumescence,  dont  le  volume  est  Q,  s'aplatissait 
en  s'étendant  tout  le  long  de  la  surface  libre  primitive,  de  manière  que 
l'ordonnée  de  son  centre  de  gravité  se  réduisît  de  H  +  yj  à  H.  Cette 
seconde  quantité  est  évidemment  égale  à  pgQn,  o",  d'après  une  des 
formules  (45),  à 

'-pg  f    h^-dx. 
Quant  à  la  demi-force  vive, 

/^x  ,-.H-+-/i 

-  I      dx  /  in-  +  w-)dz, 

^  Jx,  i/o 

elle  est  facile  à  évaluer  au  moyen  des  formules  {l\2).  Si  l'on  ne  garde 


[*]   On  peut  voir,  ;i  ce  sujet,   la  dernière  Aote  de  ma  Théorie  des  ondes  liquides 
périodiques  (Savants  étrangers,  t.  XX). 
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que  les  termes  de  l'ordre  de  grandeur  le  moins  élevé,  et  ceux  de  l'ordre 
immédiatement  supérieur,  on  trouve 


«/o 


multiplions  par  -rte,  et  intégrons  de  x  =^.x^  à  .x  =  ac  ,  en  observant 

que,  dans  le  résultat,  le  terme  ^^~  '^;7~'  ""^  ^  '^  limite  supérieure  de 

l'intégrale,  est  également  rud  à  la  limite  inférieure  quand  l'intumes- 
cence est  limitée,  et  insensible  dans  le  cas  contraire  en  comparaison 
de  deux  autres  termes  qui  sont  alors  considérables  à  cause  de  la  lon- 
gueur de  l'onde;  il  viendra 

M      dx  j  [u^  ^-  w^)dz  =  ^   /      h^àx  +  7^  /      /'V.r. 

L'énergie  totale  de  l'onde,  que  je  représenterai  par  C,  est  parconséquent 
(5o)  C  =  pg  r"  li^-(lx  -r-  f^  P  h'flx. 

J  .r„  4"  J,t 

L'expression  de  C  se  compose  donc  de  deux  termes,  dont  le  premier, 
seul  sensible,  est  égal  à  pgE  et  à  fort  peu  près  constant,  tandis  que  le 
second  peut  être  évalué,  à  cause  de  sa  petitesse  relative  dans  l'équa- 
tion (5o),  en  y  supposant,  pendant  un  temps  fini,  h  simplement  fonc- 
tion de  X  —  <\/gH  et  x„  égal  à  une  constante  augmentée  de  <vgH,  ce 
qui  donne  à  ce  second  terme  une  valeur  très-lentement  variable. 

On  peut  se  demander  quelle  est  la  quantité  totale  de  mouvement 
possédée  par  l'onde  suivant  l'axe  du  canal.  Cette  quantité,  évidemment 

égale  k  p  j  (H -4-  h)\](lx,  poiu-ra  s'écrire,  en  tenant  compte  de  (43), 
p  j     httidx  ou   plr^d^,  c'est-à-dire  qu'elle  est  égale,  d'après  la  pre- 

mière{46),  au  produit  constant  de  la  masse  jsQ  de  l'intumescence  par 
la  vitesse  de  propagation  de  son  centre  de  gravité. 

Chaque  intumescence  est  caractérisée,  non-seulement  par  son  vo- 
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liime  total  et  par  son  énergie,  c'est-à-dire  par  les  deux  intégrales 
invariables  Q^=l(lci  et  E^=  l/uh,  mais  encore  par  son  moment 
d'instahilité.  Cette  quantité,  que  je  représenterai  par  M,  n'est  antre 
que  l'intégrale 


M 


on  verra,  an  §  V,  ce  qu'elle  représerite  et  la  raison  du  nom  que  je  lui 
donne.  Je  me  contenterai  ici  de  démontrer  qu'elle  conserve  la  même 
valeur  d'un  instant  à  l'autre. 

On  a  évidemment,  d'après  les  règles  de  la  dilférentiation  des  inté- 
grales, et  en  effectuant  ensuite  une  intégration  par  parties, 


/dh'  d/t  dli\  I 

=  —       -;-lW-|-2—   —  —   2/ 

\d.v'  dx  de  /  ,,^  J 


d'Jl 
dh      dt     , 

d.T    dx 


'  dh  d'h    , 

-p  -j—dx. 

dt    dx^ 


En  observant  que  le  terme  entre  parentbèses  pris  à  la  limite  infé- 
rieure JTo  est  nul  dans  le  cas  d'une  intumescence  limitée  et  insensible 
en  comparaison  du  dernier  dans  celui  d'une  intumescence  très-longne, 
cette  formule  s'écrit  simplement 


d    C"=^dh^  j  r^-dh  d'il   , 

dti    .Ti^^^^'^-U    ^^^^- 


On  peut  remplacer  dans  celle-ci  -—  par  sa  valeur  tuée  de  {29),  puis 

hu  par  son  expression  que  donne  (34),  et  effectuer  l'intégration  exacte 
de  deux  termes  qui  ne  fournissent  également  aux  deux  limites  que  des 
résultats  nuls  ou  insensibles;  il  vient  ainsi 

/t     V  <i     1"^  dh'    ,  •)      I K     C  ^'  -.dhd^h    , 

(Sa)  —  /      -r-, «.r  —  3i/^  /      h—-j-dx. 

^       '  dt  J^      dx'  y    H  J^  dx  dx' 

On  trouve  de  même 

j^£  h-dx  =  -  {h'o>l„  ^-  df^  fr'§dx  =  -  3J"  h"^dx, 
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et,  en  intéi^rant  par  parties, 

jf"  h'djc = 6  r"  h-'j-dx-, 

eufiu,  si  l'on  remplace  co  par  sa  valeur  (34),  et  qu'on  néglige  deux 
termes  exactement  intégrables,  donnant  aux  deux  limites  des  résultats 
nuls  ou  négligeables,  on  trouve 

3 
Cette  relation,  multipliée  par  —  et  retranchée  de  (5a),  donne  bien 


§  IV.    —    Onde  solitaire. 

L'onde  solitaire  de  Scott  Russell  étant  caractérisée  par  sa  grande 
longévité,  c'est-à-dire  par  la  propriété  qu'ont  toutes  ses  parties  de  se 
propager  également  vite,  de  manière  à  ne  pas  subir  de  déformation 
appréciable,  on  doit  trouver  théoriquement  les  lois  qui  la  concernent 
en  supposant  w  constante  dans  la  formule  (34). 

Dans  celte  hypothèse,  si  nous  appelons  A,  une  quantité  constante, 
telle  que 


cette  formule  devient 

(54)  £rS|è'>^''-3^)- 

Celle-ci,  multipliée  par  i—dx  et  intégrée  de  manière  que  A  =  o  et 
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dh  . 

^  =  0  pour  X  =  X  ,  donne 

(55)  SJ  =  l^^^•'^-^o■ 

Cette  relation  ayant  son  premier  membre  essentiellement  positif,  il 
faut  que  h,  soit  partout  plus  grand  que  /i,  et  par  suite  (comme  h  —  o 
pour  jc  infini)  que  h,  soit  positif. 

On  véritie  aisément  que  (55)  revient  à 

(56)  ['l)  ^Mi^^(h_, 

^         '  \  <l.r  J  W    ll\h 

équation  (jui,  différentiée  par  rapport  à  x,  donne  inuiiédiatomcnt 

—  {'1  —  )\  —  '^{h  —  l\ 
dx'  \  Il       2/  ~  11=  \Ti  ~  3/' 

et  par  suite,  en  intégrant  et  désignant  par  c,  c'  deux  constantes  arbi- 
traires, 


-  -  =  6'  Le  +e  J 


Pour  que  cette  intégrale  vérifie  l'équation  du  premier  ordre  (56),  il 
faut  faire  (.''  =  ^  ou  c'  =  ±  |  :  on  doit  donc  poser 


(57)  '   '' 


=  i  [i  ±  cosl)yp^^(x  -  c)  J  [*]. 


[*]  Celle  équalion,  résolue  par  rapport  à  l'une  des  deux  exponentielles,  inverses 
l'une  de  l'autre,  qu'elle  contient,  donne,  en  supposant  x  —  c]>»o, 

,5,..)   ..vî--=±,(^-i).^4(r-i)-rT, 

formule  qui  permet  de  calculer  .r,  pour  chaque  valeur  de  h,  au  moyen  des  simples 
tables  ordinaires  de  logarithmes. 

C'est  ainsi  que  j'ai  obtenu  divers  points  de  la  courbe  suivante,  dont  la  branche 

Tome  XVII  (2«  série).  —  Mars  1872.  I  2 
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Le  cosinus  hyperbolique  qui  entre  dans  le  second  membre  de  (67) 
est  une  fonction  paire  de  .r  —  c;  il  a  sa  valeur  mininuun  pour 
.r  —  c  =  o,  et  il  grandit  sans  cesse  jusqu'à  l'infini  lorsque  a-  —  c  varie 

supérieure  représente  le  profil  d'une  onde  solitaire  dans  l'hypotlièse  //,  =  j  H,  et  dont 
les  deux  branches  inférieures  ponctuées  correspondent  à  des  valeurs  négatives  de  /(. 
Les  profils  des  ondes  solitaires  pour  lesquelles  /i,  différerait  de  ':  Il  pourraient  s'en 
déduire  en  faisant  varier  les  ordonnées  verticales  /i  abaissées  de  la  courbe  sur  son 
asymptote  proportionnellement  à  /;,,  et  les  distances  horizontales  qui  séi)arent  ces 
oi'donoées  les  unes  des  autres  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée  de  //,  :  la  for- 


mule (57  bis]  montre  bien,  en  effet,  que,  pour  des  valeurs  éyalcs  du  rapport  — 


dans 


ifférentes  ondes,  le  produit  — — —  4  /  Jl 

H   y  u 


est  constant. 


Profil  d'une  onde  solitaire. 


L'équation  (57)  pourrait  aussi  s'écrire 


-  =  soit|_ ^ J,       soit-L J, 


■  est-à-dire 


(57  ter) 


=:    soit  COS 


•'yP'  ^  y/-]Jî'  (•^  -  '■)'      '"''  -  sinhyp^  î  V   TF^-^  ""  "^^ 
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de  o  à  rh  00  .  Par  suite,  le  rapport  y-,  égal  à  un  ou  à  zéro  pour  .r  —  c=o, 

suivant  que  la  constante  c'  est  positive  ou  négative,  croit  daris  le  pre- 
mier cas  jusqu'à  l'infini,  et  décroît  dans  le  second  jusqu'à  —  ao  ,  quand 
X  —  c  va  de  o  à  ±  00  ;  dans  le  premier  cas,  //  décroît  de  h,  à  zéro; 
dans  le  second,  h  croit  de  —  oo  à  zéro.  H  est  évident  que  ce  second 
cas  ne  répond  à  rien  de  réel,  car  //  ne  peut  jamais  être  inférieur  à  —  H. 
On  est  donc  obligé  de  supposer  c'  positif.  Si  l'on  considère  d'ailleurs 
que  l'onde  avance  dans  le  sens  des  x  positifs  avec  la  vitesse  de  piopa- 
gation  &),  ou  que  l'abscisse  c  de  son  sommet  est  égale  à  m/,  pourvu  que 
le  teiiqis  soit  compté  à  partir  du  moment  où  ce  sommet  est  passé  à 
l'origine,  l'équation  (57)  deviendra  celle  de  la  surface  libre 

(58)  h=  ^^" 


VtfC^-"''      -V^c— ') 


Par  conséquent,  la  siiijace  libre  de  Voncle  solitaire,  syniétriqtie  par 
rapport  à  la  sectioti  normale  x  ^  at,  menée  par  soji  sommet,  s'abaisse 
avec  continuité  de  part  et  d'antre  de  cette  section,  de  manière  à  se 
raccorder  asfmpiotiqneinent ,  pour  x  —  ooi  ^  ±  00  ,  avec  la  surface 
primitive.  D'après  la  formule  (54),  elle  est  convexe  aux  points  dont 
r élévation  est  sttpérietire  aux  deux  tiers  de  sa  hauteur  totale  et  con- 
cave aux  points  plus  bas. 

La  constante  //,  n'est  autre,  comme  on  vient  de  voir,  que  la  valeur 
maximum  de  h  :  cela  résulte  d'ailleurs  directement  de  l'équation  (55), 
qui  ne  donne  à  la  dérivée  de  h  en  x  une  valeur  nulle  que  pour  h^=  o 
et  h  =  h,.  La  formule  (  53)  exprime,  par  suite,  cette  loi  expérimentale 
et  bien  connue  de  Scott  Russell  :  la  lu'tesse  de  propagation  d'une 
onde  solitaire  est  égale  à  la  racine  carrée  du  produit  du  nombre  g  par 
la  distance  cpiilj  a  du  sommet  de  l'onde  au  fond  du  canal. 

Cette  loi,  comparée  à  celle  qu'exprime  la  formule  (4^),  montre  que 
le  centre  de  gravité  d'une  orule  solitaire  se  tiorive  au  tiers  de  sa  hau- 
teur, comme  dans  le  triangle  isoscèle.  Il  est  aisé,  du  reste,  de  trouver 
directement  ce  résultat,  en  même  temps  qu'une  relation  intéressante 
entre  la  partie  variable  h  d'une  ordonnée  quelconque  II  +  h  et 
l'aire  que  comprennent,  du  cùté  des  x  positifs,  cette  ordonnée,  une 

12.. 
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coupe  longitudinale  de  la  surface  libre  (58)  et  la   surface  libre  pri- 
mitive. 

Un  élément   do  de  cette  aire  égalant  hdx  en  valeur  absolue,  la 
formule  (55)  peut  s'écrire 


(%) 

dh- 
d^' 

_    3 

u>, 

1 

■  h). 

Celle- 

■ci, 

diff. 

?rentiée, 

donne 

(6o) 

4 

da 

_         3 

ou 

I 

+ 

~3~ 

d± 

da 

di 

on  aurait  pu  déduire  directement  cette  équation  de  (4o  his)\  \\  aurait 
suffi  de  remarquer  que,  l'onde  solitaire  ne  se  déformant  pas,  on  y  a 

ldh\ 

I  j-  1  =  o,  et  par  suite 

or  cette  constante  égale  zéro,  car  l'expression  dont  elle  représente  la 
valeiu-  s'annule  pour  jr  =  x>  ,  à  cause  de  la  présence  du  facteur  k^ . 

L'équation  (6o),  multipliée  successivement  deux  fois  par  dr;,  et 
intégrée  chaque  fois,  en  observant  à  la  fin  que  h  doit  s'annuler  pour 
7  =  o  et  pour  7  =  Q,  donne 

[*]  Cette  valeur  de  /;,  portée  clans  (59),  la  vérifie  à  la  condition  nécessaire  et  siilfi- 
sante  qu'il  j'  ait  entre  h,  et  Q  la  relation  (63)  ci-après.  Celle-ci  étant  admise,  ré(|ua- 
tion  (61)  est  donc  équivalente  à  (Sg),  et  par  suite  à  (55)  ou  à  (57).  Les  trois  branches 
AB,  BC,  CD  [voir  la  figure  précédente)  de  la  courbe  que  représente  l'équation  (5n) 
seront  données  par  la  relation  (6i)  en  y  faisant  varier  respectivement  ^7  de  —  »  à  o, 
de  o  à  Q,  de  Q  à  35  ;  car,  si  un  point  parcourt  toute  cette  courbe  en  allant  successi- 
vement de  A  en  B,  de  B  en  G,  de  C  en  D,  le  <7  de  ce  point,  ayant  par  définition  sa  dif- 
férentielle égale  à  —  hdx,  croîtra  sans  cesse  comme  on  le  voit  sur  la  figun-,  et  il  sfra 
d'abord  négatif  puisqu'il  ne  s'annule  qu'en  B. 
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D'où  le  théorème  suivant  :  La  coupe  longitudinale  de  la  snrjace  libre 
(l'une  onde  solitaire  est  une  courbe  telle  que  le  produit  trune  perpen- 
diculaire quelconque,  abaissée  de  cette  courbe  sur  son  asjmptote,  pai 
le  cube  de  la  profondeur  primitive  de  l'eau  dans  le  canal,  est  égal  aux 
trois  quarts  du  produit  des  deux  parties  en  lesquelles  cette  perpemli- 
culaire  divise  la  surface  comprise  entre  la  courbe  et  son  asymptote. 

Celte  propriété  n'appartient  qu'à  l'onde  solitaire  [*].  Car,  si  iiir- 
courI)e  plane  est  telle  que  le  produit  de  son  ordonnée  /i  par  le  cube 
d'une  ligne  constante  H  soit  égal  aux  trois  quarts  du  produit  des  deux 

parties   /     /idjr,    /      luix-,  en  lesquelles  cette  ordonnée  divise  l'aire  g 

comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  abscisses,  on  aura 

{^^)  b  =  ~-l'^bd,v  f'kdji-, 

ou,  en  différentiant  et  élevant  au  carré, 

pp)  (Q  -  —  '')• 

Le  produit  des  deux  parties  de  l'aire  Q  étaiU  d'ailleurs  maximum 
quand  ces  deux  parties  sont  égales  et  valent  -,  la  formule  (62)  doinic, 


[*]  Entendue  algébriquement,  c'est-à-dire  en  tant  qu'exprimée  par  la  relation(Gi), cette 
propriété  appartient,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  la  note  précédente,  à  toute  la  courbe  ayant 
'équation  (57),  équation  qui  revient,  si  l'on  appelle  y  et   r  les  deux  coordonnées  // 

'2/,,        \' 
— ■ — I      =  coslivp'c/.r  :  cette  ((lurin 

comprend,  comme  le  montre  la  figure  d'une  Note  précédente,  outre  une  branche  à  deux 
inflexions  située  du  côté  des  /  positifs,  et  qui  est  le  profil  d'une  onde  solitaire,  deu\ 
branches  sans  inflexiipn,  ayant  chacune  pour  asynqjtotes  l'axe  de-i  x  et  l'axe  des  v  nfiratif-; 


/3//, 
et    1-,   et  si  I  on   pose  i/  ;=  a. 
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pour  valeur  niaxiniuin  de  h, 

3Q= 


(63)  h,  = 


i6H^ 


et  l'équation  précédente  devient  précisément,  en  éliminant  Q",  l'équa- 
tion difléi-entielie  (55)  de  l'onde  solitaire. 

La  formule  (63),  qu'on  peut  également  déduire  de  (6i)  en  faisant 

7^—1  exprime  que  la  hauteur  de  Voiule  solitaire  est  les  trois  seizièmes 

du  carre  du  volume  total  de  l'onde  par  unité'  de  largeur  du  canal, 
divise's  par  le  cube  de  la  pmjondeur  primitive. 

La  hauteur  •/]  du  centre  de  gravité  de  l'onde  au-dessus  de  la  surface 
libre  primitive  égale,  d'après  la  seconde  des  relations  (45),  le  quotient 
de  Ihda  par  2Q.  En  substituant  à  h  sa  valeur  (61),  on  trouve 

(64)  •'^-^j/''''^^^' 

c'est-à-dire  le  tiers  de  la  valeur  (63)  de  //,,  ce  qu'il  fallait  démonirer. 

Il  en  résulte,  pour  l'intégrale  E  ou  2Q>7,  dont  le  produit  par  le 
poids  do  l'unité  de  volume  représente  l'énergie  de  l'onde, 

(64  bis)  E  =  y|\ 

par  suite, 

et  il  vient,  d'après  la  fornuile  (63), 
64  ter)  //,  =  -tV-»     >  =  --.-■ 

Lorsqu'une  onde  se  propage  le  long  d'un  canal  dont  la  profondeur  H 
est  lentement  décroissante  d'un  point  à  l'autre,  comme  cela  avait  lieu 
dans  les  expériences  de  M.  Bazin,  le  fond  du  canal  doit  réfléchir  sans 
cesse  une  petite  partie  du  monve:î;ent,  de  manière  que  le  volume  et 
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l'énergie  de  rintumescence  se  partagent  entre  l'onde  directe  et  cette 
onde  réfléchie.  Celle-ci  étant  de  longneur  croissante  et  d'une  hauteur 
évidenunent  très-petite,  son  voltnne  deviendra  fini  sans  que  son  éner- 
fiîie,  qui  est  à  la  fois  proportionnelle  à  ce  volume  et  à  sa  hauteur,  cesse 
de  rester  très-petite.  L'onde  directe  conservera  donc,  à  fort  peu  près, 
toute  l'énergie  de  l'intumescence,  et,  comme  elle  gardera  sensiblement 
la  forme  d'une  omle  solitaire,  ainsi  que  nous  le  démontrerons  au 
paragraphe  suivant,  sa  hauteur  /i,  et  le  rapport  de  son  volume  Q  à 
cette  hauteur  s'obtiendront  à  un  instant  quelconque  au  moyen  des 
deux  formules  (64  ter),  où  E  sera  invariable  :  on  voit  que  l'onde  de- 
viendra plus  élevée,  plus  courte,  et  par  conséquent  moins  stable,  jus- 
qu'à ce  qu'enfin  elle  manque  de  base  et  déferle.  Le  contraire  arriverait 
si  la  profondeur  allait  en  augmentant.  Alors  l'onde  réfléchie  serait 
négative,  mais  n'aurait  toujours  qu'une  énergie  négligeable;  et  la 
hauteur  décroissante  7^,,  ainsi  que  le  volume  croissant  Q,  de  l'ontlc 
directe,  seraient  encore  donnés  en  chaque  point  par  les  for- 
mules (64  ter). 

L'onde  solitaire  jouit  enfin  de  la  propriété  de  rendre  minimum 
deux  intégrales  dans  des  conditions  données.  Nous  étudierons  au  para- 
graphe suivant  la  plus  importante.  Celle  dont  nous  nous  occuperons 
ici  est  l'intégrale 

(65)  N  ^l^   (^^  -  ir)  '/^  ^l    (,7^.  -  ïf)  ^^-- 

L'onde  solitaire  est,  de  toutes  les  intumescences  qui  ont  un  même 
volume  total  Q,  celle  qui  donne  à  cette  intégrale  sa  plus  petite  valeur, 
et  même  la  seule  qui  la  rende  maximum  ou  minimum. 

Pour  le  démontrer,  supposons  que,  /j  étant  supposé  exprimé  en 
fonction  de  g  d'un  bout  à  l'autre  de  l'intumescence,  on  donne  à  //, 
pour  chacune  de  ces  valeurs  de  c,  un  petit  accroissement  Ah  variable 
avec  continuité  d'un  élément  de  volume  ch  de  l'intumescenee  aux 
éléments  voisins.  En  appelant  AN  l'accroissement  que  recevra  N,  et 
en  observant  que 

.  dh'  dh  d\h  idxhy 

^r.'^'T.-d^^  \ifr)  ' 
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il  viendra 

ou  bien,  en  inlégrant  un  terme  par  parties, 

.0 


(66)     AN=(a|A/0:-^/      \  ■  4-^^  AA/,)^.+  /    ^  (■-l^)./.. 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  nul  à  la  limite  inférieure  de 
l'intégration,  limite  qui  correspond  à  a"  =  oo  ,  parce  qu'on  v  a  Aâ  =  o; 
à  la  limite  supérieure,  ou  pour  x  =  jTq,  il  est  nul  pour  la  même  raison 
dans  le  cas  d'une  intumescence  limitée,  et  insensible  en  comparaison 
du  dernier  terme  de  (66)  dans  celui  d'iuie  intumescence  très-longue. 
On  peut  donc  écrire  simplement 

Si  l'on  n'a  pas,  pour  toutes  les  valeurs  de  g, 

dh 

d  —r- 
2  H=        dr. 

ce  qui  esl  l'équation  différentielle  (6o)  de  l'onde  solitaire,  on  pourra 
donner  au  petit  accroissement  AA,  pour  chaque  valeur  de  c,  des  valeurs 
telles  que  tous  les  éléments  de  la  première  intégrale  du  second  membre 
de  ^66  h'is)  aient  le  même  signe  et  soient  incomparablement  plus  grands 
que  ceux  de  la  seconde  intégrale,  puis  donner  à  A/i  les  valeurs  pré- 
cisément contraires  :  l'accroissement  AN  serait  ainsi  successivement 
positif  et  négatif,  et  N  ne  serait  ni  maximum  ni  minimum.  Donc  l'in- 
tégrale N  ne  peut  être  maximum  ou  minimum  qu'autant  que  l'équation 
différentielle  (6o)  sera  vérifiée,  c'est-à-dire  dans  le  cas  seulement  de 
l'onde  solitaire.  Mais,  si  cette  équation  est  vérifiée,  AN,  alors  égal  au 
dernier  terme  de  (66  6m),  est  essentiellement  positif,  et  l'intégrale  est 
bien  minimum. 
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§  V.   —    Moment  d'instahilitc  (finie  intuinesceiice  quelconque.  — 
Stabilité  de  l'onde  solitaire  et  cause  de  sajonuationjrétjuenle. 

Londe  solitaire  est  encore,  parmi  toutes  les  intumescences  d'égale 
énergie,  celle  pour  lac/uelle  le  moment  d'instabilité 


=rit 


M=/      (i^i-^WA. 


est  le  plus  petit  possible,  et  même  la  seule  (jui  rende  ce  moment 
maximum  ou  minimum. 

Pour  dôiiionirer  cette  propriété,  je  poserai 

^67)  e  =  f"h'd.r, 

et  je  preiidiai  pour  variable  inilépeiiclante,  au  lieu  de  x,  la  (piaiitilé  s, 
essentielieuieut  positive,  et  croiss.mte  de  zéro  à  E  lorscpie  ce  décroît 
de  30  à  JCo-  La  relation  (67)  différenliée  donnant 

■  68)  de  =^  —  h-djc,     ou     dx  =;  —  — , 

l'intégrale  M  deviendra 

(«9)   ■'■■=X'("'f-!;^)''-,r[K^T-'s^]* 

et  la  limite  supérieure  E  de  l'intégrale  sera  la  même  pour  toutes  les 
intumescences  que  nous  aurons  à  considérer,  car  cette  limite  n'est 
autre  chose  que  le  quotient  par  pg  de  l'énergie  C,  qui  est  supposée  la 
même  pour  toutes. 

Concevons  cjue,  pour  chaque  valeur  de  £,  h  reçoive  un  accroisse- 
ment \h  [*],  qui  sera,  comme  h,  une  fonction  continue  et  finie  cpiel- 

[*]  Celte  méthode,  dont  je  me  suis  déjà  servi  à  la  fin  du  (laragraphe  ])récédent,  pour 
traiter  le  problème  du  maximum  ou  du  minimum  relatif  d'une  intégrale,  et  qui  consiste 
à  prendre  pour  variable  indépendante  l'intégrale,  a  ou  e,  dont  la  valeur  totale  doit 
rester  constante,  est  analogue  à  celle  cju'on  emploie  dans  les  questions  d'isopérimètres, 
lorsqu'on  y  prend  pour  variable  indépendante  l'arc  dont  la  valeur  totale  est  une 
(|uaniité  invariable  et  donnée. 


Tome  XVII  (2'  série).  —  Mars  iS-;2. 
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conque  de  e.  On  aura  évidemment 

.    f'I.fl'Y  d./r-  d\   h'  ld\lr\-  ,,dl,d\lr  Idl.h'- 

^  \nr)  =  ^-dT  -dT  ^  \^ir)  =  '^^'T.-TT  ^  [rdr]  ' 

et  |)ai'  suite 

eu  intégrant  un  terme  par  pjsrtics  et  observant  ensuite  que 
c(  tic  formule  devient 


3    "     d, 


I     ■■/' 

'  I/o 


d.h- 


dh 


dz 


di    ,      -,  .„  I    'd^.h' 


(h 


Le  preuuer  terme  i.\n  second  membre  est  la  différence  des  dvxw  valeuis 

11'  •  j  ''''   .      j  o  dh    .      ,  „  .  .  , 

(le  !  expression  n  —  A.n-,  ou  -j-A.fi-,  prise  successivement  aux  deu\ 

limites  s  ^  o  et  £  =  E,  c'est-à-dire  aux  points  jt ■  =  oc  et  .r  =  a^u  : 
elle  s'annule  cà  la  limite  inférieure,  ou  pour  j:  =  ce  ,  car  on  y  a  tou- 
jours Ir  =  o,  et  par  suite  A.//^  =  o;  à  la  limite  supérieure,  ou  pour 
,<■  =  Xa,  elle  s'annule  pour  la  même  raison  dans  le  cas  d'iuie  intumes- 
cence limitée,  et  elle  est  insensible  en  comparaison  du  dernier  terme 
de  (70)  dans  le  cas  d'une  intumescence  très-longue.  Le  premier  terme 
du  second  membre  de  (70)  peut  donc  toujours  être  supprimé. 

On  verra,  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  après  la  formide  [66  bis), 
que  le  signe  de  AM  changera  suivant  les  valeurs  données  à  A//,  si  l'on 
n'a  pas,  quel  que  soit  î, 

dh 


(7') 


.x^/-''d. 
H T-  "  — ; —  =  "  I 
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on  bien,  en  observant  que  r/s  =  —  h-dx  =  hd':, 


d  — 


(l'est  ré(|ualion  différentielle  (60)  de  l'onde  solitaire  :  ainsi  l'inté- 
grale INI  ne  peut  être  maximum  ou  minimum  que  pour  l'onde  solitaire. 
Or  elle  est  dans  ce  cas  minimum,  car  l'expression  de  AM,  alors 
réduite  à 

ou,  d'après  (71),  à 

,       \  ATi/r        r^r    3    (A/0'        I  /^/d.^nn    , 

(7.)  AM=J^  W-ir^i[:iir)Y^^ 

est  essentiellement  positive,  h  étant  partout  >  o  dans  une  onde  soli- 
taire [*j. 

De  toutes  les  ondes  de  même  énergie,  celle  pour  laquelle  l'inté- 
grale M  a  la  plus  petite  valeur  possible  est  donc  Tonde  solitaire,  c'est- 
à-dire  la  seule  qui  ne  se  déforme  pas  en  se  j)ropageant.  L'excès  de  la 
valeur  effective  et  constante  de  l'intégrale  M,  pour  une  intumescence 
donnée,  sur  sa  valeur  minimum,  peut  être  regardée  par  suite  comme 


(  h  -— -—  ]  da,  facile  à  obtenir  au  moyen 

de  l'expression  (6i)  de  /;,  est 

or  E  ou  2Q)î  vaut,  d'après  (64  bis),  |  — ^  j  -,  d'où  il  suit,  en  éliminant  Q,  que  la  va- 
leur minimum  du  moment  d'instabilité  est 

20  H 

i3. 


27  E' 
^■)7.bis)  Mr=:--^—. 
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Jiiie  mesure,  soit  de  la  différence  de  forme  qu'il  y  a  entre  l'inlumes- 
cence  considérée  et  l'onde  solitaire  de  même  énergie,  soit  de  la  rapidité 
avec  laquelle  l'onde  se  déforme  en  se  propageant  et  de  l'amplitude 
des  déformations  qu'elle  éprouve.  C'est  pourquoi  j'ai  appelé  cette 
intégrale  le  manient  d'instabilité  Ae  l'onde. 

Si  le  moment  d'instabilité  d'une  onde  dépasse  peu  sa  valeur  mini- 
mum, la  forme  de  l'intumescence  oscillera  autour  de  celle  d'une  onde 
solitaire  de  même  énergie,  sans  en  différer  jamais  beaucoup  :  elle  ne 
pourrait  en  effet  s'en  écarter  notablement  sans  que  le  moment  d'in- 
stabilité grandît,  ce  qui  est  impossible,  puisque  ce  moment  ne  varie 
pas  d'un  instant  à  l'autre;  ou,  plutôt,  une  onde  solitaire  se  formera 
bientôt;  car  les  frottements,  dont  nous  avons  fait  abstraction,  finissent 
par  éteindre  les  oscillations  de  la  forme  effective  de  l'intumescence 
autour  de  sa  forme  limite,  tout  comme  ils  finissent  toujours  par  ra- 
mener à  leurs  positions  d'équilibre  stable  des  points  matériels  qu'on 
n'en  a  pas  trop  écartés.  Et  l'on  conçoit  même,  vu  l'absence  d'une  autre 
forme  stable  autour  de  laquelle  une  onde  puisse  osciller,  que  toute 
intumescence  susceptible,  par  son  volume  |jositif  et  modéré,  de  former 
une  onde  solitaire  assez  peu  liante  pour  ne  pas  déferler  prenne  au 
bout  d'un  certain  temps  cette  forme.  Ainsi  s'explique  la  facilité  avec 
laquelle  on  produit  des  ondes  solitaires. 


§  VI.  —  Examen  des  cas  où  l' intumescence  n'est  pus  une  onde 
solitaire. 


Mais  lorsque  l'intumescence  est  ou  positive,  et  d'un  volume  consi- 
dérable, ou  négative,  il  n'existe  plus  de  forme  stable  qu'elle  puisse 
prendre.  La  formule  (34),  qui  fournit  à  chaque  instant  la  vitesse  de 
propagation  de  ses  diverses  parties,  permet  de  prévoir  la  plupart  des 
circonstances  qui  se  présentent  alors. 

Examinons  d'abord  le  cas  où  l'intumescence  est  positive  et  sans  tiu, 
comme  il  arrive  quand  on  vtrse  continuellement  du  liquide  à  l'entrée 
d'un  canal  horizontal  de  longueur  indéfinie,  ou  encore  quand  l'entrée 
d'un  tel  canal  est  constituée  |)ar  un  piston  (jue  l'on  pousse  <'n  avant 
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(l'une  manière  continue.  Si  l'on  admet,  pour  simplifier,  que  l'effusion 
ilu  fluide  ou  le  mouvement  du  piston  soient  uniformes,  il  est  évideiil 
qu'on  verra  une  lame  liquide,  dont  la  hauteur  sera  bientôt  sensible- 
ment constante,  s'avancer  progressivement  sur  l'eau  tranquille  du 
canal,  et  que  la  vitesse  de  propagation  de  cette  lame,  multipliée  par 
sa  hauteur,  sera  l'expression  du  volume  liquide  projeté  du  dehors  ou 
refoulé  par  le  piston  dans  l'unité  de  temps  et  par  unité  de  largeur 
du  canal.  La  courbure  de  cette  même  lame  étant  très-petite,  abstrac- 
tion faite  des  phénomènes  exceptionnels  que  peut  présentci-  sa  tète,  la 
dérivée  seconde  de  h  en  x  sera  négligeable,  et  la  formule  i  34)  donnera 
la  loi  expérimentale  trouvée  par  M.  Bazin 

(73)  ««  =g(II  4-f//). 

Cette  loi  résulterait  encore  de  la  relation  (48),  car  la  hauleur  r)  du 
centre  de  gravité  de  la  lame  au-dessus  de  la  surface  libre  primitive 
est  évidemment  égale  '^a  \h. 

Le  théorème  relatif  aux  quantités  de  mouvement  permet  d'èlablii-  que 
la  formide  (^3)  est  indépendante  des  frottements  intérieurs  du  fluide, 
pourvu  que  l'onde  conserve  sensiblement  la  même  forme  pendant  un 
certain  temps.  Considérons  en  effet  le  vohuue  liquide  compris  à  l'épo- 
que t  entre  deux  sections  normales,  l'une  de  hauteur  H  et  menée  en 
avant  de  l'onde,  l'autre  de  hauteur  \i-\-  h,  menée  en  un  point  du  canal 
où  la  courbure  de  la  surface  soit  insensible  et  où,  les  forces  centrifuges 
étant  par  suite  négligeables,  la  pression  soit  à  fort  peu  près  soumise  à 
la  loi  hydrostatique:  les  actions  exercées  sur  ce  volume  suivant  l'axe 
du  canal  se  réduisent,  si  les  frottements  du  fond  et  des  parois  sont 
négligeables,  à  la  pression  |pg(H  -{-h)-  exercée  sur  la  seconde  des 
deux  sections  considérées,  et  à  celle  de  sens  contraire  —  l/îgH-  exercée 
sur  la  première;  le  produit  de  leur  somme  par  un  élément  de  temps 
dt  doit  égaler  l'augmentation  de  la  quantité  de  mouvement  suivant 
les  X  de  ce  même  volume.  Cette  augmentation  est  égale  à  l'accroisse- 
ment, pendant  l'instant  dt,  de  la  quantité  de  mouvement  possédée, 
suivant  les  x,  par  la  matière  qui  se  trouve  au  delà  de  la  seconde  section, 
moins  celle  que  possède  le  liquide,  étranger  au  volume  considéré,  qui 
a  traversé  celle  section  pendant  l'instant  dl.  Si  U  désigne  la  vitesse 
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commune  des  molécules  qui  traversent  la  section,  la  première  de  ces 
quantités  est  pU(H  -l-  h)adt,  à  cause  de  la  progression  r.xU  de  l'onde, 
dont  la  forme  n'est  pas  supposée  changer  notablement,  et  la  seconde 
est  évidemment /3U(  H  -f-  h)\]ilt.  On  a  donc  l'égalité 

i,6^^(H  ~  hy-  -  l^gir  =  pU(H  +  !>)'^  -  f>U(H  +  /2)U, 

on  bien 

(74)  è'/WH+^')=(o;-U)U(H  +  /0- 


D'autre  part,  le  volume  fluide  (H  -+-  h)\]dt  qui  traverse  une  section 
dans  le  temps  dt  est  évidemment  le  même  que  celui  h'jxlt  qui,  au 
bout  de  ce  même  temps,  se  trouve  de  plus  au  delà  de  cette  section  en 
vertu  du  mouvement  de  progression  de  l'onde.  On  a  donc 

(75)  (Yi-r-  ll)\:  =  h '^. 

Si  l'on  tiie  U  de  (76)  pour  en  porter  la  valeur  dans  (74)5  il  vient 

(76)  ,,^  =  „(H  +  f/.-f-^ 


[*]  Cette  relation  se  trouve  déjà  établie,  el  de  la  même  manière,  dans  un  article  de 
M.  de  Saint-Venant  inséié  aux  Comptes  rendus  (t.  LXXI,  i8  juillet  1870).  Elle  y  est 
même  étendue  au  cas  où  le  canal,  toujours  prismatique,  aurait  pour  section  toute  autre 
figure  qu'un  reclanyie  à  base  horizontale.  En  appelant  alors  H  la  profondeur  moyenne 
primitive,  c'est-à-dire  le  quotient  de  la  section  normale  primitive  par  la  largeur  L  à 
fleur  d'eau,  et  supposant  celte  largeur  sensiblement  constante  d'un  bout  à  l'autre  de 
l'intumescence,  de  manière  que  la  seconde  des  sections  considérées  ci-dessus  vaille 
HL-î-AL,  la  pression  appliquée  à  la  partie  inférieure  HL  de  cette  section,  en  outre 
de  celle  qui  s'y  trouverait  exercée  si  l'on  avait  /<  =r  o,  a  pour  expression  [ngh)YiL, 
et  la  pression  appliquée  à  la  partie  supérieure  AL  vaut  \  pg/i-h.  Si  l'on  égale  le  pro- 
duit par  t/t  de  cet  excédant  total  de  pression  à  la  quantité  de  mouvement  gagnée  pen- 
dant l'instant  dt  par  le  liquide  qui,  au  commencement  de  cet  instant,  se  trouve  au  delà 
de  la  même  section,  quantité  dont  l'expression  est  encore  pU(H  -t-  h)  L(w  —  lj)dr, 
il  vient  la  relation  (74).  Celle-ci,  combinée  avec  la  condition  d'incorai)ressibilité,  qui 
est  toujours  (75\  donne  donc,  pour  w%  la  même  formule  (76)  que  dans  le  cas  d'un 
canal  rectant;ulaiie. 
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formule  qui  se  réduit  à   (73)   quand  le  rapport  de  h  à  H  est   très- 
pelit. 

Voyous  actuellement  ce  qui  doit  se  passer  à  la  tète  de  rinltuuescence. 
Il  est  impossible  que  la  hauteur  y  reste  simpleiueiit  égale  à  celle  de  la 
lame  qui  suit;  car,  le  sommet  de  la  partie  antérieure  de  l'onde  étant 

torcémenl  convexe,  la  courbure  -;— v  est  nésative  et  le  dérider  terme 

de  la  formule  (34)  y  rend,  à  hauteur  pareille,  la  vitesse  de  pro|)aga- 
tion  moindre  que  celle  de  la  lame  qui  suit.  Celle-ci,  se  propageant  {dus 
vite,  inondera  donc  la  partie  antérieure  de  l'onde,  de  manière  à 
l'exhausser  jusqu'à  ce  que  son  excès  d'élévation  compense  dans  la  for- 
mule (.^4)  l'i"fl"Pnce  du  dernier  terme  négatif.  Ainsi  se  formera  ce  que 
M.  Bazin  a  appelé  l'onde  initiale.  Sa  hauteur  devra  osciller,  comme  il 
l'a  reconnu,  un  peu  au-dessus  et  au-dessous  de  f  de  celle  de  la  lame 
(|ui  suit:  en  effet,  son  volume  ne  cessera  d'augmenter  que  lorsque  la 
vitesse  de  propagation  de  son  centre  de  gravité  sera  sensiblement 
égale  à  celle  delà  lame  même;  or  la  forme  de  cette  onde  montre  que 
son  centie  de  gravité  est  environ  au  tiers  de  sa  hauteur,  et  d'autre 
part,  la  formule  (48),  qui  lui  est  applicable,  donne,  pour  le  carré  de 
sa  vitesse  de  propagation,  g(H  +  3v]),  résultat  dont  l'égalité  au  second 
membre  de  (73)  exige  que  Svj  =  |/?.  Mais  ce  n'est  pas  tout  :  l'onde 
initiale  ne  pourra  se  raccorder  à  la  lame  située  à  son  arriére  que  par 
une  courbe  ayant  une  partie  concave,  pour  laquelle  le  dernier  terme 
de  (34)  sera  positif;  tant  que  cette  partie  se  trouvera  aussi  élevée  que 
la  surface  de  la  lame,  le  dernier  terme  de  la  formule  (3/|)  rendra  sa 
vitesse  de  propagation  plus  grande  que  la  vitesse  de  |)ropagation  de 
celle-ci,  et  il  se  creusera,  par  suite,  un  vide  entre  l'onde  initiale  et  la 
lame  liquide.  Mais  la  concavité  ainsi  formée  restera  tout  entière  située 
au-dessus  de  la  surface  libre  primitive;  car,  si  elle  s'abaissait  à  |)eine 
au-dessous,  h  y  serait  négatif,  la  formule  (34)  y  donnerait  oj  notable- 
ment inférieur  à  la  vitesse  de  propagation  des  parties  suivantes  de 
l'intumescence,  et  celles-ci,  affluant,  en  exhausseraif^nt  sur-le-champ 
le  niveau.  La  concavité  qui  suivra  l'onde  initiale  ne  pourra  de  même 
se  raccorder  à  la  lame  située  à  son  arrière  qu'au  moyen  d'une  partie 
convexe  qui  deviendra  de  même,  à  cause  de  sa  vitesse  de  propagation 
moindre  que  celle  de  la  lame,  |)lus  haute  que  celle-ci.  Eu  continuant 
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le  même  raisonnement,  on  voit  que  l'onde  initiale  sera  suivie  de 
convexités  plus  élevées  que  la  lame  liquide  qui  suit  et  de  concavités 
moins  élevées  que  cette  même  lame,  mais  tout  entières  situées  au- 
dessus  de  la  surface  libre  primitive.  Ces  convexités  et  concavilés  auront 
des  hauteurs  décroissantes  de  l'une  à  l'autre  et  bientôt  insensibles,  à 
cause  sans  doute  des  frottements  intérieurs  du  fluide.  D'a[)rès  ce  qui 
précède,  la  forme  de  l'onde  n'aura  acquis  un  peu  de  stabilité  que 
lorsque  toutes  les  parties  plus  hautes  que  la  lame  placée  à  l'arrière  se- 
ront convexes,  et  toutes  les  parties  plus  basses  concaves,  de  manière 
que  les  points  d'inflexion  du  profil  longitudinal  soient  à  peu  près  sur 
le  prolongement  de  la  surface  libre  de  cette  lame. 

Quand  une  intumescence  positive,  sans  être  indéfinie,  a  une  grande 
longueur,  la  partie  moyenne  de  sa  crête  est  forcément  peu  convexe,  et, 
d'après  la  formule  (34),  se  propage  plus  vite  que  la  partie  postérieure 
de  la  même  crête,  |)artie  presque  aussi  élevée  que  la  précédente,  mais 
d'une  convexité  bien  plus  grande.  Donc  la  queue  de  l'onde  tend  à  se 
détacher  du  corps  et  à  former  une  onde  distincte.  Le  même  morcelle- 
ment continuant,  l'intumescence  se  résoudra  en  un  certain  nombre 
d'ondes  solitaires.  Ce  phénomène  a  été  observé  par  Scott  Russell,  qui  a 
même  reconnu  qu'il  s'y  forme  parfois  des  ondes  négatives,  provenant 
sans  doute  de  dépressions  difficiles  à  éviter  à  la  suite  d'une  grosse  intu- 
mescence. 

Occupons-nous  enfin  des  ondes  négatives,  et  d'abord  de  celles  qui 
sont  limitées.  Leur  profil  longitudinal  le  plus  simple  est  composé,  peu 
de  temps  après  leur  formation,  d'une  partie  concave  plus  on  moins 
profonde,  se  raccordant  en  avant  et  en  arrière  avec  la  surface  libre 
priuiitive  par  l'intermédiaire  de  deux  arcs  convexes.  Tant  que  cette 
forme  n'est  pas  trop  altérée,  le  centre  de  gravité  général  de  l'onde  se 
trouve  environ  au  tiers  de  sa  profondeur,  et  le  carré  de  la  vitesse  de 
propagation  de  ce  centre  est  sensiblement  égal,  d'après  la  formule  (48), 
au  produit  du  nombre  g  par  la  distance  qu'il  y  a  du  fond  du  canal  au 
point  le  plus  bas  de  la  surface  libre  :  c'est  bien  la  loi  que  les  expérien- 
ces de  M.  Bazin  ont  à  peu  près  vérifiée.  Mais  la  forme  simple  donnée 
d'abord  à  la  surface  libre  ne  tarde  pas  à  s'altérer:  la  fornude  (34) 
montre  en  effet  que,  A  étant  négatif,  les  parties  concaves  pour  lesquelles 
la  dérivée  seconde  de  //  en  jc  est  >  o,  se  propagent,  à  hauteur  égale, 
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moins  vite  que  les  parties  convexes,  et  que  d'autre  part,  à  égalité  du 
rapport  de  cette  dérivée  à  h,  les  parties  les  plus  basses  de  l'onde  sont 
celles  qui  se  propagent  avec  le  moins  de  célérité.  Donc,  la  tète  de  la 
dépression  étant  plus  haute  que  le  corps  et  se  trouvant  en  même  temps 
convexe,  tandis  que  le  corps  est  concave,  se  propagera  |)lus  vite  et  s'al- 
longera ainsi  déplus  en  iilus  en  s'aplatissant.  La  queue,  au  contraire, 
allant,  pour  la  même  raison,  |)lus  vite  qu?  le  corps,  se  raccourcira  sans 
ce.xse  tant  qu'il  y  restera,  au-dessous  de  la  surface  libre  primilive,  une 
partie  convexe;  un  tel  raccourcissement  ne  pouvant  être  indéfini  et, 
d'autre  part,  une  partie  convexe  étant  absolument  nécessaire  pour  le 
raccordement  de  l'onde  avec  la  surface  libre  liorizontale  qui  existe  à 
son  arrière,  cette  partie  convexe  fitiiia  pars'élever  tout  entière  au-dessus 
de  la  surface  Irbre  primitive:  alors,  h  y  étant  positif,  le  dernier  terme 
de  la  fornude  (34),  devenu  négatif,  pourra  surpasser  l'avant-dernier 
en  valetn-  absolue,  d'une  qirantilé  telle  que  le  second  membre  de  celle 
formule  n'y  soit  pas  plus  grand  qu'aux  points  les  plus  bas  de  la  dé- 
pression. Mais  l'onde  positive  ainsi  produite  à  la  suite  de  l'onde  néga- 
tive donnée  aura  forcément  à  son  arrière,  pour  se  raccorder  avec  la 
surface  libre  pi iniitive,  une  |)aitie  concave  qui  ne  pourra  pas  subsister 
et  qui  n'aurait  pas  même  pu  se  former,  si  sa  viles-e  de  propagation  est 
supérieure  à  celle  de  l'onde  pi-écédeule;  la  vitesse  de  propagation  de 
cette  partie  concave  devant  être  ainsi  plus  petite  que  v'gH>  ^^  second 
membre  de  (3/j)  montre  qu'il  faut  absolument  qu'on  y  ait  A  <  o,  ou 
que  l'onde  positive,  toute  convexe,  soit  suivie  d'une  onde  négative.  En 
appliquant  à  celle-ci  le  raisonnement  fait  sirr  la|)remière,  on  voit  qu'il 
se  formera  nécessairement,  à  la  suite  de  l'onde  négative  donnée,  une 
infinité  d'auti'cs  ondes,  alternativement  positives  et  négatives,  c'est-à- 
dire  respectivement  situées  les  premières  au-dessus  et  les  secondes  au- 
dessous  de  la  surface  libre  initiale,  et  qui  seront,  les  unes  entièrement 
convexes,  les  autres  entièrement  concaves,  de  manière  que  les  points 
d'inflexion  du  profil  longitudinal  se  trouvent  sensiblement  sirr  le  pro- 
longement de  cette   surface    libre   primitive.   Les   ondes   auront    une 

énergie  décroissante  de  l'une  à  l'autre,  sans  quoi  l'intégrale  /       h'^dx, 

dont  le  prodrrit  par  pg  est  la  somme  de  ces  énergies,   ne  serait  pas 
finie  et  constante  comme  on  a  vu  au  §  111  qu'elle  l'est. 

Tome  XVll  (  î«  série).  -  Avbil  i8;2,  i4 
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La  tête  d'une  onde  négative,  s'allongeant  sans  cesse,  finit  par  n'avoir 
plus  une  courbure  appréciable,  et  aussi  par  être  d'une  longueur  telle 
qu'on  puisse  l'assimiler  à  une  onde  négative  indéfinie.  Une  dépression 
sans  fin,  telle  que  sa  |)rofondeur  croisse  de  plus  en  plus  à  mesure  qu'on 
s'éloigne  de  sa  tète,  est  donc  le  seul  genre  d'intumescences  dont  toutes 
les  parties  puissent  n'avoir  que  des  courbures  négligeables.  Ce  cas 
mérite  un  examen  particulier;  caria  formule  (34)  s'y  trouve  réduite, 
par  l'hypotlicse  consistant  à  sup|)oser  insensible  la  dérivée  seconde  de 
h  en  .r,  à  la  forme  simple 

(77)  "  =  ^^11(1  + 
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circonstance  qui  rend  intégrable  l'équation  aux  dérivées  partielles (29) 
de  la  surface  libre.  Il  résidte  en  effet  de  (77)  qu'on  peut  écrire 


v78) 


=  2v^[(H  +  A)'^-(H  +  /i)vH], 


comme  on  le  reconnaît  en  développant  le  second  membre  de  (  78)  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  A,  jusqu'à  celle  du  second  degré; 
l'équation  (29)  devient  par  suite 


(79)  f  ^-[3s/g(H  +  /0-.vgH]g  =  o, 
dont  l'intégrale  est,  avec  une  fonction  arbitrairey^(/^), 

(80)  .r-[3Vg(H  +  //)-  ■2M^]t=J\h). 

Celte  équation  exprime  que,  h  ne  variant  pas,  les  accroissements 
de  X  sont  égaux  à  ceux  de  t  multipliés  par  3  vg(H  +  ^0  —  '^  VoH,  ou 
que  la  surface  libre  change  (l'un  instant  à  Vautre  de  manière  que  cha- 
cune de  ses  ordonnées  H  -h  h  se  transporte,  dans  le  sens  de  la  propa- 
gation de  ronde  et  en  conservant  sa  grandeur^  avec  une  vitesse  égale  à 
la  racine  carrée  du  nombre  g,  multipliée  par  l'excès  du  triple  de  la 
racine  carrée  de  l'ordonnée  considérée  sur  le  double  de  celle  de  la 
profondeur  primitive. 
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La  fonction  arbitrairey  (A  se  déterminera  de  deux  manières  diffé- 
rentes, suivant  que  le  canal  sera  indéfini  dans  les  deux  sens  ou  indéfini 
seulement  dans  un  sens.  Dans  le  premier  eus,  on  donnera  générale- 
ment, pour  t  =  Oy  h  en  fonction  de  jc,  et  par  suite  x  sera,  pour  t  =  o, 
la  fonction  inverse  de  h,  fonction  justement  égale,  d'après  (80),  kf(h). 
Dans  le  second  cas,  je  supposerai  le  canal  en  communication  avec  un 
bassin  de  dimensions  très-grandes  où  le  niveau  du  liquide  variera  d'un 
instant  à  l'autre  d'après  une  loi  donnée,  comme  il  arrive  pour  un  canal 
qui  débouche  dans  l'Océan  :  on  aura  donc,  pour  j:=:o,  /i  =  une  fonc- 
tion connue  de  /,  ou  t  =z  \a  fonction  inverse  de  h,  fonction  q<:i,  mul- 
tipliée par  3yg(H  -+-  h)  —  2\JgH,  vaudra  justement,  d'après  (80), y  (//) 
ciiang<'e  de  signe. 

Nous  avons  vu  plusieurs  fols,  et  en  particulier  ci-dessus  (yS),  que 
la  vitesse  mojeune  L'  est  égale  au  quotient  de  h'j)  par  H  4-  h.  La  for- 
mule (78)  donnera  donc,  sauf  erreur  très-pelile  pur  rappoit  à  h^, 


(81)  U  =  2vg(H  +  A)-2sgH. 

Cette  loi  et  celle  que  contient  la  formule  (80)  ont  été  trouvées  par 
M.  de  Saint- Venant  [*],  pour  le  cas  où  le  rapport  de  A  à  H  n'est  pas 
petit  et  où  l'on  suppose  toujours  négligeable  la  courbure  de  la  surface 
libre,  mais  en  admettant  que  U  ne  varie  d'une  section  à  l'autre  et  d'un 
instant  à  l'autre  qu'eu  fonction  de  h. 

Les  formules  de  (77)  à  (81)  sont  aussi  applicable.s,  dans  une  mtu- 
mesceuce  positive  continue,  à  toute  la  partie  qui  vient  à  la  suite  des 
renflements  initiais,  et  dont  la  hauteur  h  est  lentement  variable  d'un 
point  à  l'autre  ["j.  Mais  il  faut  observer  qu'elles  tombent  en  défaut 


[*]  f^oir  la  fin  de  l'introduction  du  Mémoire  actuef. 

[**]  Si  on    veut  les  appliquer  à  un  canal   horizontal  de  longueur  infinie  et  dont 
l'entrée  est  en  communication  avec  l'Océan,  on  aura  sensiblement 

/  .     2  7rf\ 

(82  )  H  -f-  «  ;-  n  I  I  4-  a  sin  -—  |      (  pour  j:=.o), 

ri,  j.,  T,  quantités  connues,  désignant  respttliv enient  l'élévation  du  niveau  moyen  de 
la  mer  au-dessus  du  fond  du  canal,  le  rapport  (supposé  petit)  à  cette  élévation  de  la 
demi-hauteur  d'une  marée  et  l'intervalle  de  temps  qui  sépare  deux  marées  consécu- 

1/,.. 
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chaque  fois  que  la  coiubure  de  la  surface  libre  devient  sensible:  or 
cela  finit  toujours  par  arriver  à  la  tète  de  l'onde;  car  la  relation  (80) 
donne  la  plus  grande  vitesse  de  translation  aux  ordonnées  les  plus 
hautes  et  tend  à  porter  ces  ordonnées  lout  à  fait  eu  avant  de  l'onde, 
de  manière  à  faire  que  sa  crête  antérieure  soit  à  pic  et  d'une  courbure 
infinie. 


lives.  De  cette  relation  (82)  il  résulte  une  valeur  de  t  qui,  portée  dans  la  formule  (80) 
spécifiée  pour  ,r  =  o,  donne 

(831  -/[h)  =  [3vg(  H  +  /')  -  WgH]  ^  '"•''•^■""  "^a!r~  "' 

et  l'équation  (80)  de  la  surface  libre  devient  elle-niénie 

r      ;- , 1  /  T  .     H -+-/*  —  «  \ 

(84)         x  =  [3^/^(h  +  /^)-2v'^-h]  ('-^=>'-"'" — -^^ — )• 

Au  bout  d'un  certain  temps,  l'état  du  canal  est  évidemment  réglé  de  telle  manière,  que 

le  volume  fluide  total,    /      U  (H  + /i)(/^  qui  y  pénètre  pendant  la  durée  d'une  période, 

J  o 
est  égal  à  zéro.  On  aura  donc,  pour  déterminer  H, 


T 

U(H  +  A)rf/  =  o     (pourx=;o) 


formule  que  les  relations  (81)  et  (82)  changent  en  celle-ci 


(85) 


.     2T:t\-  cil 
I  +  a  sin  -— -      — ■ 


-as.n_  +  g«'s.n'_--^a'sm-  —  -...j-. 


Négligeons  les  puissances  de  a'  supérieures  à  la  première  [car  la  formule  (81)  n'a  été 
démontrée  exacte  que  jusqu'aux  quantités  de  cet  ordre],  et  il  vient 

(86)  \/?='  +  ^=".     -     "-«1--|^')- 

Leniveaumovendela  mer  doitdonc  être  un  peu  plus  bas  (  de  la  quantité  H  —  "=5  «a' I 

que  relui  de  la  surface  libre  dans  les  parties  du  canal,  éloignées  de  l'embouchure,  où 
les  oscillations  des  marées  ne  se  font  plus  guère  sentir  et  où  par  consé(]uent  la  profon- 
deur reste  sensiblement  éeale  à  H. 
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Mémoire  sur  les  pinceaux  de  droites  et  les  normalies,  contenant 

une  nouvelle  exposition  de   la   théorie   de   la   courbure   des 

surfaces  ; 

Par  m    a.  MANNHEIM  V\. 


Les  recherches  optiques  ont  conduit  à  l'étude  des  systèmes  de 
droites.  Tous  les  géomètres  connaissent  le  théorème  de  Malus  géné- 
ralisé parDupiu;  mais  c'est  Hamillon  qui,  dans  sa  théorie  OJ  Systems 
ojrnjs,  a  le  premier  donné  à  cette  étude  tout  le  développement  qu'elle 
comporte. 

Dans  un  premiersupplément  à  cette  théorie,  inséré  tlans  les  Transac- 
tions of  the  royal  Irish  Academy,  Hainilton  est  arrivé  à  des  propriétés 
des  |jinceaux  encore  peu  connues  aujourd'hui.  L'étude  générale  des 
systèmes  de  rayons  rectilignes  a  été  reprise  analytiquement  par  Rum- 
mer  dans  un  beau  Mémoire  qui  a  paru  en  i86o  (t.  57  du  Journal  de 
Crelle)  :  les  Nouvidles  Annales  de  Mathématiques ,  2*  série,  en  con- 
tiennent une  traduction  faite  par  M.  Dewulf. 

Ce  Mémoire  renferme  certaines  propriétés  trouvées  par  Hamilton 
et  d'autres  que  ce  Géomètre  n'avait  pas  remarquées.  En  terminant, 
M.  Kununer  s'attache  à  montrer  la  relation  intime  qui  existe  entre 
l'étude  des  systèmes  de  rayons  et  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces. 

Dans  le  présent  Mémoire,  j'étudierai  les  pinceaux  de  droites  d'iuie 
façon  toute  géométrique;  non-seulement  les  propriétés  des  pinceaux 
sont  intéressantes,  mais  il  est  utile  de  les  connaître  pour  pouvoir  em- 
ployer les  pinceaux  comme  élément  dans  les  démonstrations,  ainsi 
que  j'aurai  l'occasion  de  le  faire  plus  tard. 

Actuellement  j'étudierai  les  pinceaux  en  eux-mêmes;  pour  cela 
j'introduirai  les  surfaces  gauches  formées  respectivement  par  une 
droite  du  pinceau  et  chacune  des  droites  iuKniment  voisines. 

{*]  Ce  Mémoire  a  été  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance  du  16  mai  1830. 
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Ces  surfaces,  que  j'appeWe  (élémentaires,  seront  représentées  par  de 
simples  lignes  droites  :  droites  aiixiliaiies.  C'est  en  1864  [*]  que  j'ai 
présenté  à  la  Société  philomatliique  la  construction  de  la  droite  auxi- 
liaire d'une  surface  réglée  et  l'einploi  d'une  ou  plusieurs  droites  auxi- 
liaires pour  la  démonstration  de  quelques  propriétés  de  ces  surfaces. 

Dans  le  troisième  Volume  de  son  Traité  de  Géométrie  descriptii'e, 
M.  de  la  Gournerie  a  exposé,  en  les  étendant,  les  résultats  que  j'avais 
communiqués  sur  ce  sujet  à    la    Société    philomathique. 

Malgré  l'introduction  de  la  droite  auxiliaire  dans  un  ouvrage  didac- 
tique, je  crois  utile  de  commencer  ce  Mémoire  en  rappelant  ce  qui  est 
relatif  à  cette  droite. 

Je  considère  ensuite  les  surfaces  élémentaires  d'un  pinceau  repré- 
sentées par  leurs  droites  auxiliaires.  Toutes  les  propriétés  d'iui  pin- 
ceau se  démontrent  alors  aisément  au  moyen  d'une  figure  plane,  dans 
laquelle  apparaissent  toujours  une  droite  et  une  circonférence  de 
cercle.  Cette  figure  permet  de  retromer  des  propriétés  connues  et 
d'autres  entièrement  nouvelles. 

Le  pinceau  formé  par  les  normales  infiniment  voisines  d'une  surface 
est  très-intéressant  à  examiner.  Une  surface  élémentaire  de  ce  pinceau, 
surface  que  j'ai  appelée  tionnalie,  représentée  par  sa  droite  auxiliaire, 
donne  lieu  à  une  figure  sur  laquelle  se  trouvent  groupés  tous  les  élé- 
ments relatifs  à  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces. 

On  est  ainsi  amené,  non-seulement  à  une  nouvelle  exposition  de 
cette  théorie,  à  de  nombreux  résultats  dus  a  MM.  Joachimsthal,  Ber- 
trand, Bonnet,  Lamarle,  Catalan,  etc.,  mais  encore  à  des  propriétés  qui 
n'avaient  pas  été  signalées  dans  les  études  si  nombreuses  faites  sur  ce 
sujet. 

§  L    —   Notions  préliminaires. 
JJe  la  (lioile  auxiliaire. 

Le  Mémoire  sur  les  surjaces  engendrées  par  une  ligne  droite  que 
M.  Ghasiesa  publié  dans  la  Correspondance  mathématique  de  Çuetelet, 


[*]  Séances  des  i,  23  avril  et  7  mai. 
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t.  XI,  avait  surloiU  pour  objet  de  montrer  les  avantages  que  la  théorie 
du  ra|)|)ort  anharmonique  apporte  dans  l'étude  de  la  Géométrie;  l'éga- 
lité de  deux  rapports  auharmouiques  donne,  en  effet,  immédiatement 
une  expression  de  la  loi  de  variatioti  des  plans  tangents  d'inie  surface 
réglée. 

Cette  loi  de  variation  des  plans  tangents  est  aussi  mon  point  de 
départ;  mais  j'abandonne  tout  de  suite  l'expression  analytique  de  cette 
loi  pour  sa  représentation  géométrique.  C'est  cette  représentation  qui 
me  donne  ce  que  j'appelle  la  «  droite  auxiliaire  ». 

Prenons  une  génératrice  G  d'une  surface  gauche;  tout  plan  mené 
par  cette  droite  touche  cette  surface  au  point  où  il  est  rencontré  par 
la  génératrice  infiniment  voisine  de  G,  c'est-à-dire  en  iin  point  unique. 
Pour  tout  point  de  G  on  a  pour  plan  tangent  celui  qui  est  déterminé 
par  ce  point  et  par  la  génératrice  infiniment  voisine  de  G.  Nous  avons 
donc  des  points  sur  la  génératrice  G  et  les  plans  tangents  en  ces  points, 
qui  se  correspondent  de  telle  façon  qu'à  un  point  correspond  un  plan 
tangent  et  i  tout  plan  mené  par  G  ne  correspond  qu'un  point  de 
contact. 

Afin  de  fixer  les  positions  de  ces  points  et  de  ces  plans,  prenons  pour 
origines  un  point  o  sur  G  et  le  plan  tangent  en  ce  point  à  la  surface 
gauche;  les  points  de  la  génératrice  seront  déterminés  parleurs  distances 
à  o  et  les  plans  tangents  en  ces  points  par  leurs  inclinaisons  sur  le  plan 
tangent  en  o. 

Soient  )■  la  distance  d'un  point  quelconque  de  G  au  point  a  et  Y 
l'angle  que  font  entre  eux  les  plans  tangents  en  ces  |)oiuts. 

En  vertu  de  la  correspondance  dont  je  viens  de  parler,  on  doit  avoir 

r  tangY  +  X  j -+- jjL  tangY  H-  V  =  o, 

dans  laquelle  X,  ju.,  v  sont  des  constantes. 

Cette  relation  satisfait  à  la  condition  de  donner  pour  chaque  va- 
leur de  )  une  direction  bien  déterminée  pour  le  plan  tangent  au 
point  dont  on  prend  la  distance  à  o,  et  pour  toute  valeur  de  Y  une 
seule  valeur  de  j. 

Remarquons  maintenant  que,  j  et  Y  devant  s'annuler  en  même 
temps,  la  relation  précédente  ne  doit  pas  renfermer  la  constante  v. 
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La   loi  de  variation  des  plans  tangents  aux  différents  jioints  de  G 
peut  donc  s'écrire 

Posons 


tangY 


cette  relation  devient 


j  +  Xx  +  p.  =  o. 


équation  d'une  ligne  droite  A  [fig-  i),  p.  1 15,  rap|)ortée  à  G  prise  pour 
axe  des  j  et  à  la  perpendiculaire  menée  du  point  o  à  celte  droite  prise 
comme  axe  des  x. 

Poiu-  un  point  quelconque  a'  de  A  on  a  dans  le  triangle  oaa'  : 

on  =  aa'  fang«rt'o 

ou 

y  =^  X  tangrtd'o, 

et  comme  j- =  a;  tangY  nous  voyons  que  l'angle  aa'o  n'est  autre 
que  Y. 

Mais  l'angle  aa'o  est  égal  à  l'angle  xoa' \  on  aura  donc  l'angle  Y 
correspondant  an  point  «,  c'est-à-dire  l'angle  que  le  plan  tangent  en 
a  fait  avec  le  plan  tangent  en  o,  en  prenant  l'inclinaison  du  ravon 
vecteur  oa'  sur  l'axe  des  x. 

Ainsi,  pour  un  point  quelconque  a  de  la  génératrice  G,  on  a  l'angle 
que  le  plan  langent  en  ce  point  à  la  surface  gauche  fait  avec  le  plan 
tangent  en  o  en  mesurant  l'inclinaison  siu'  l'axe  des  x  du  rayon  vec- 
teur obtenu  en  joignant  l'origine  o  au  point  a'  qui  se  |irojette  en  a. 

La  droite  A  au  moyen  de  laquelle  on  peut  construire  les  inclinai- 
sons des  plans  tangents  à  la  surface  gauche  représente  géométrique- 
ment la  loi  de  variation  exprimée  par  la  relation  (i).  Nous  l'appellerons 
droite  auxiliaire  relative  au  point  o. 

Lorsque  le  point  a  s'éloigne  du  point  o,  ^  croît  ainsi  que  Y.  Si  a 
est  arrivé  en  //  le  rayon  vecteur  correspondant  est  Taxe  des  y. 
far  suite,  le  plan   tangent  en  ce   point  est  perpendiculaire  au   plan 
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tiingent  en  o  ou.  en  d'aiitres  termes,  le  plan  tangent  en  o  est  normal  en 
n.  Ainsi  : 

Théorème  I.  —  Pour  une  génératrice  G  d'une  surface  gauche,  la 
droite  aujciliaire  A  relative  au  point  o  coupe  cette  génératrice  au  point 
où  le  plan  tangent  en  o  est  normal  à  la  surface  gauche. 

Lorsque  a  s'est  éloigné  indéfiniment,  le  rayon  vecteur  correspon- 
dant est  la  parallèle  à  A  menée  du  point  o.  L'inclinaison  de  A  sur  l'axe 
des  .r  est  donc  l'angle  que  le  plan  tangent  au  point  qui  est  à  l'infini  sur 
G  fait  avec  le  plan  tangent  en  o.  Le  plan  tangent  à  l'infini  est  normal 
à  la  surface  gauche  au  point  c  obtenu  en  projetant  sur  G  le  pied  de  la 
perpendiculaire  oc'  abaissée  du  |)oint  o  sur  A.  Ce  point  c,  dont  la  con- 
sidération est  très-utile,  comme  nous  le  verrons  par  la  suite,  a  été 
signalé  pour  la  première  fois  par  M.  Chasies  [*]  qui  l'a  nommé  point 
central. 

Nous  désignerons  avec  Bour  le  |)lan  tangent  en  ce  point  sous  le  nom 
de  plan  rentrai.  D'après  ce  qui  précède  : 

Théori-me  II.  —  Le  plan  central,  pour  la  génératrice  G,Jfiit  avec 
le  plan  tangent  en  o  un  angle  (jui  est  mesuré  par  l'inclinaison  sur 
l'axe  (les  .r  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o  sur  la  droite 
au.xiliaire  relative  à  ce  point. 

Pour  une  même  génératrice  d'une  surface  gauche  on  a  des  droites 
auxiliaires  relatives  aux  différents  points  de  cette  droite.  Dans  tous 
les  cas,  le  point  central  est  le  même  sur  G,  puisque  c'est  le  point  de 
contact  de  la  surface  gauche  avec  le  plan  mené  par  G  perpendiculai- 
rement au  plan  tangent  à  l'infini.  Si  nous  plaçons  notre  origine  au 
point  c,  la  droite  auxdiaire  correspondante  sera  parallèle  à  G,  car 
pour  obtenir  le  point  central  nous  avons  vu  qu'il  fallait  projeter  sur  G 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la  droite  auxi- 
liaire relative  à  ce  point. 

La  loi  de  variation  des  plans  tangents,  étant  exprimée  par  l'équation 
de  la  droite  auxiliaire,  est  donc  dans  le  cas  particulier  où  l'origine  est 
au  point  central, 

X  =  k. 


[*]   Correspondance  mathématique  de  Quetelet  (  loc.  cit.). 
Tome  XVI1(  2»  série).  —  Avril  1872. 
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k  étant  une  constante,  où 

tangY 

On  peut  écrire  tangY  =  j  et  l'on  voit  alors  que  : 

Théorème  III.  —  Un  plan  (quelconque  étant  mené  par  une  ge'néra- 
trice  d'une  surface  gauche^  la  distance  du  point  où  il  est  tangent  à  la 
surface  au  point  central  c  lelatij  à  la  génératrice  est  proportionnelle 
ù  la  tangente  trigonoinétricjue  de  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  le  plan 
tangent  en  c.  (Chasles  [*].) 

La  constante  A  est  appelée  paramètre  de  distribution  des  plans  tan- 
gents. Elle  se  trouve  construite  sur  laBgure;  elle  est  égale  à  ce'. 

Puisque  c  est  un  point  déterminé  de  G,  et  que  ce'  est  une  lon- 
gueur constante,  le  point  c'  est  déterminé  aussi.  Donc  : 

Théorèmk  IV.  —  Toutes  les  droites  auxiliaires  relatives  aux  dij- 
Jér-ents  points  d'une  même  générritiice  passent  par  un  même  point. 

Ce  point  c'  étant  coiuiu,  on  a  la  droite  auxiliaire  A'  lelative  à  lui  point 
quelconque  o'  en  élevant  du  point  c'  une  perpendiculaire  à  la  droite 
qui  joint  ce  point  au  point  o'. 

Problème  I.  —  Connaissant  triais  points  o,  n,  b  d'une  générât rice  G 
d'une  surface  gauche  et  les  plans  tangents  en  ces  points  à  cette  sur- 
face, construira:  la  droite  auxiliair-e  relative  au  point  o,  l'inclinaison 
sur  le  plan  tangent  en  o  du  plan  tangent  en  un  point  quelconque  de  G. 
le  point  central  et  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents  pour 
la  génératrice  G. 

Du  point  o  {fig.  i),  menons  les  droites  oa',  ob'  faisant  avec  ox  des 
angles  respectivement  égaux  aux  angles  que  les  plans  tangents  en  a  et 
en  èfont  avec  le  plan  tangent  en  o.Ces  droites  rencontrent  aux  points  «' 
et  b'  les  perpendicidaires  menées  des  points  «  et  è  à  G  :  la  droite  A  qui 
joint  ces  deux  points  est  la  droite  auxiliaire  relative  au  point  o. 

Au  point  quelconque  e  de  G  élevons  la  perpendiculaire  eé  sur  cette 
droite:  l'angle  xoé  mesure  l'inclinaison  dn  plan  laiigent  en  e  sur  le 
plan  tangent  en  o. 

[*]   Correspondance  mathématique  de  Quetelct  (lor.  cit.). 
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Abaissons  du  point  o  la  perpendiculaire  oc'  sur  cette  droite  :  le  pied 
de  cette  perpendiculaire  projeté  en  c  sur  G  donne  le  point  central;  la 
distancée*;' est  le  paramétre  de  distrdjulion  des  plans  tangents  cherchés. 

Fiu.    I. 


Le  problème  I  se  trouve  ainsi  résolu.  Je  vais  en  donner  une  deuxième 
solution.  Pour  cela  je  vais  établir  ce  théorème  qui  plus  loin  nous  sera 
souvent  utile  : 

Théorème  V.  —  Du  point  central  c  sur  une  génératrice  G  d'une 
surface  gauche,  on  élève  une  perpendiculaire  ce'  égale  au  paramètre 
(le  distribution  des  plans  tangents  à  cette  surface  :  l'angle  sous  lequel 
on  voit  du  point  c'  un  segment  ha  de  G  est  égal  à  l'angle  compris 
entre  le  plan  tangent  en  h  et  le  plan  tangent  en  a. 

c  étant  le  point  central  sur  la  génératrice  G  d'une  surface  gauche, 
et  ce'  étant  le  paramètre  de  distribution,  la  droite  auxiliaire  relative  au 
point  c  est  la  droite  C  menée  du  point  c'  parallèlement  à  G.  L'angle 
cc'a  est  égal  à  l'angle  compris  entre  le  plan  tangent  en  c  et  le  plan 
tangent  en  a;  de  même  cc'b  est  égal  à  l'angle  compris  entre  le  plan 
langent  en  c  et  le  plan  tangent  en  b.  Par  suite,  l'angle  hc'a,  différence 
de  ces  deux  angles,  est  égal  à  l'angle  compris  entre  le  plan  tangent  en 
b  et  le  plan  tangent  en  a. 

Revenons  à  notre  deuxième  solution  du  problème  IL  Nous  connais- 
sons les  plans  tangents  aux  trois  points  a,  h,  o,  et  les  angles  qu'ils 
font  entre  eux.  Décrivons  sur  oa  un  segment  capable  de  l'angle  que 
le  plan  tangent  eu  o  fait  avec  h-  plan  tangent  en  a.  De  même  pour  o 
et   b    :   les   deux    circonférences    ainsi    déterminées   se   coupent    au 

!5.. 
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point  c' .  Ee  pied  c  de  la  perpendiculaire,  abaissé  de  ce  point  sur  G, 
est  le  point  central,  et  ce' est  le  paramètre  de  distribution. 

La  droite  qui  joint  le  point  c'  à  un  point  quelconque  e  de  G  fait 
avec  ce'  un  angle  qui  est  égal  à  l'angle  que  le  plan  tangent  en  e  fait 
avec  le  plan  central. 

Au  lieu  de  construire  le  point  central  et  le  paramètre  de  distribu- 
tion, on  peut  se  proposer  de  chercher  : 

Problème  IL  —  Quelles  sont  les  expressions  de  la  distance  co  et  de 
ia  longueur  ce' ,  en  fonction  de  ao,  ho,  et  des  angles  que  font,  avec 
le  plan  tangent  en  o,  les  plans  tangents  en  a  et  b. 

Prenons  la  droite  G  pour  axe  de  ;•,  et  la  perpendiculaire  ox  pour 
axe  des  abscisses.  Appelons  a  et  b  les  ordonnées  des  points  a'  et  b', 
a.  etp,  les  angles  que  les  plans  tangents  en  fl  et  é  font  avec  le  plan 

tangent  en  o.  Les  abscisses  des  points  a'  et  b'  sont et -• 

o  '  tanga        tangp 

L'équation  de  la  droite  A  est 


a       h  tanga        tang^ 

y    =::  OC 

«^  f  ï  T  I 


a  tangp        b  tanga  a  tang^        b  tango 

L'équation  de  la  perpendiculaire  oc'  est 


«tang^        étangs 
—  —  X. 

I         I 


Eu  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  x  et  ^  pour  avoir  les 
coordonnées  de  leur  point  de  rencontre  c',  on  trouve 


X     ou     ce 


ou      oc  = 


ng?)  U        6. 


\atangP  *  tanga/  \a         b 

[^ L_\  ( ^ :_\ 

\langa         tangp/    \i  tanga        «tang^/ 
\a  tangp        6  tanga/  \a        b) 
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On  a  aussi  l'ordonnée  à  l'origine 


(4) 

l'abscisse  à  l'origine 


tangp        tangot 


a  tangp         b  tanga 


I  I 


[5)  _  tang«        tangp 


Lorsque  les  angles  a  et  p  diffèrent  d'un  angle  droit 

tanga.  tangjS  =  —  i 
et  l'on  a  alors 

(6) 
(7) 


I  sin'a         cos'a 

on  a  b 


I  1  /i  I 

—  = T  I  SU)  2«. 

op         2  \  a         b  ' 


On  peut  encore  arriver  à  la  droite  auxiliaire  de  la  manière  sui- 
vante. 

I>e  théorème  III,  que  l'on  démontre  dans  tous  les  cours  de  Géo- 
métrie descriptive,  va  nous  servir  maintenant  de  point  de  départ. 

Soit  G  (7%.  i)  une  génératrice  d'une  surface  gauche.  Au  point  cen- 
tral c,  élevons  une  perpendiculaire  à  G,  et  portons  sur  cette  droite,  à 
partir  du  point  c,  une  longueur  ce'  égale  à  la  constante  qui  entre 
dans  l'énoncé  du  théorème  III. 

L'angle  cc'o,  d'après  ce  théorème,  est  l'angle  que  le  plan  tangent 
en  o  fait  avec  le  plan  tangent  en  c.  De  même,  on  a  pour  le  point  a 
l'angle  que  le  plan  tangent  en  ce  point  fait  avec  le  plan  central; 
par  suite,  les  plans  tangents  en  a  et  en  o  comprennent  entre  eux 
l'angle  ac'o.  Je  mène  du  point  o  la  droite  on\  faisant,  avec  aa\  un 
angle  égal  à  cet  angle  ad  o. 

De  cette  construction,  \\  résulte  que  les  points  oac'd  appartiennent 
à  une  même  circonférence;  mais  l'angle  oort' est  droit  :  donc  il  en  est 
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de  même  de  l'angle  ne' a'.  Ainsi,  le  poin!  a'  est  sur  la  perpendiculaire  A, 
menée  du  point  c'  à  oc';  comme  le  point  a  est  arbitraire,  tous  les  points 
tels  que  a'  appartiennent  à  la  même  droite  A. 

L'angle  xoa'  est  égal  à  l'angle  aa'o;  mais  celui-ci,  dans  la  circon- 
férence onc'a',  a  même  mesure  que  l'angle  ac'o.  Nous  voyous  donc 
que  l'angle  xoa'  est  égal  à  l'angle  que  font  entre  eux  les  plans  tangents 
en  a  et  en  o. 

Nous  avons  ainsi  la  droite  auxiliaire  A  relative  au  point  o,  et  nous 
retrouvons  la  propriété  que  celte  droite  possède  de  permettre  de  con- 
struire les  inclinaisons  des  plans  tangents  aux  différents  points  de  G  sur 
le  plan  tangent  en  o. 

Enfin,  voici  une  troisième  manière  d'arriver  à  la  droite  auxiliaire. 

Considérons  une  génératrice  G  {Jig'  i)  d'une  surface  gauche  (G), 
et  le  paraboloïde  de  raccordement  le  long  de  cette  droite  qui  a,  pour 
l'un  de  ses  plans  directeurs,  im  plan  perpendiculaire  à  G.  On  sait  que 
ce  paraboloïde  a  pour  sommet  le  point  central  c  siu*  G,  qu'il  a  même 
paramètre  de  distribution  pour  la  génératrice  G  et  pour  la  génératrice 
perpendiculaire  à  cette  droite,  menée  du  point  c;  enfin,  que,  siu'  cette 
dernière  droite,  le  point  c  est  aussi  un  pouit  central. 

Les  deux  systèmes  de  génératrices  de  ce  paraboloïde  sont  des  droites 
perpendiculaires  à  G  et  des  droites  liu  même  système  que  cette  géné- 
ratrice. 

Une  quelconque  des  génératrices  de  ce  dernier  système  entraîne  la 
connaissance  de  tous  les  plans  tangents  à  la  surface  (G)  aux  diffé- 
rents points  de  G.  Le  plan  tangent  en  un  point  a  de  cette  droite  est, 
en  effet,  le  plan  contenant  G  et  la  perpendiculaire  à  cette  droite 
issue  du  point  a  qui  s'appuie  sur  la  génératrice  dont  je  viens  de  parler. 
Mais  cette  génératrice  du  même  système  que  G  nécessite  l'emploi  de 
deux  plans  de  projection  pour  être  bien  représentée  de  position  pai* 
rapport  à  G. 

Nous  allons  choisir  parmi  les  génératrices  de  notre  paraboloïde 
celle  qui  sera  bien  définie,  au  moyen  d'une  seule  projection,  sur  un 
plan  tangent  à  (G).  La  projection  de  cette  génératrice  sera  la  droite 
auxiliaire  relative  au  point  de  contact  de  ce  plan  tangent. 

Prenons  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan  tangent  en  o 
a  la  surface  (G),  et  pour  plan  vertical  un  plan  perpendiculaire  à   G 
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luené  (lu  point  o.  Sur  le  plan  horizoïital,  tontes  les  génératrices  fin 
même  système  qne  G  se  projettent  suivant  les  droites  passant  par  un 
même  point  n  situé  sur  G. 

Soit  np  la  droite  représentant  les  deux  projections  d'une  même 
génératrice  :  cette  droileest,  comme  je  vais  le  montrer,  la  droite  auxi- 
liaire relative  au  point  o. 

Prenons  un  point  a  sur  G.  La  génératrice  passant  en  ce  point,  qni 
est  perpendiculaire  à  G,  a  pour  projection  horizontale  an' ^  et  poin- 
projection  verticale  oa! .  Le  plan  tangent  eu  a  a  donc  pour  tiace  ver- 
licaie  oa!;  et  comme  il  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  pro- 
jection, poà  mesurent  l'angle  qu'H  fait  avec  le  plan  horizontal,  c'est- 
à-dire  avec  le  plan  langent  en  o.  Nous  voyons  donc  déjà  que  la 
droite  np  j^ermel  de  construire  les  inclinaisons  des  différents  plans 
tangents  aux  points  de  G  sur  le  plan  tangent  en  o. 

(^.herchons  le  point  central  sur  G.  Pour  cela,  menons  la  perpendi- 
culaire commune  à  G  et  à  la  droite  projetée  suivant  np.  La  projection 
verticale  de  cette  perpendiculaire  est  oc';  sa  projection  horizontale 
est  cc\  et  par  suite,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  son 
pied  c  sur  G  est  le  point  central  relatif  à  cette  génératrice. 

Cherchons  le  paramètre  de  distrihution  des  plans  tangents  à  la  sur- 
face (G)  pour  G. 

Ce  paramètre  est  le  même  (pie  pour  le  paraboloïde  de  raccor- 
dement, et,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  tout  à  l'heure,  il  est  égal 
au  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents  à  ce  paraboloïde  pour 
la  génératrice  dont  les  projections  sont  [oc\  ce').  Le  point  central 
sur  cette  droite  a  pour  projection  (o,  c);  le  plan  central  est  le 
plan  c'oG;  le  plan  tangent  en  c'  au  paraboloïde  est  déterminé  par  la 
droite  (ot',  ce')  et  par  la  droite  projetée  en  np  :  l'angle  de  ces  deux 
plans  est  l'angle  de  G  et  de  la  droite  projetée  suivant  np. 

Si  nous  désignons  cet  angle  par  ^,  le  paramètre  de  (Jisîribution  est 

^^^^  ''  tl^'  ^0'"'"<^  ^  <^s'  perpendiculiiire  au  plan  vertical  de  pro- 
jection, \  est  le  complément  de  l'angle  que  fait  avec  le  plan  vertical  la 
droite  projetée  suivant  «/).   La   tangente  de  ce  dernier  angle  est—; 

~  np 

I  - .  I  I    '  1  oc'  yi,  no 

le  paramètre  clierche  est  donc  • 

np 
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Mais  les  triangles  semblables  onp  et  cc'o  donnent  —  =  — ;•,  intro- 

o  '  np        oc 

duisant  cette  valeur  de  —  dans  l'expression  du  paramètre,  nous  voyons 

que  celui-ci  est  égal  à  ce' .  Nous  retrouvons  donc,  pour  la  droite  np, 
les  propriétés  de  la  droite  auxiliaire. 

Il  nous  reste  à  voir  comment  est  placée  dans  l'espace  la  génératrice 
projetée  suivant  np.  Cette  droite  est  dans  le  plan  mené  par  op,  et  qui 
est  également  incliné  sur  les  deux  plans  de  projection.  Ce  plan,  qui  est 
tangent  en  p  à  notre  paraboloïde,  fait  un  angle  de  45  degrés  avec  le 
plan  tangent  en  o.  Nous  voyons  donc  qu'on  obtient  la  droite  auxi- 
liaire relative  au  point  o,  en  projetant  sur  le  plan  tangent  en  ce  point 
la  droite  suivant  laquelle  notre  paraboloïde  de  raccordement  est  coupé 
par  le  plan  mené  par  op,  et  faisant  avec  le  plan  tangent  en  o  un  angle 
de  l\^  degrés. 

On  peut  bien  mener  ainsi  deux  plans  tangents;  mais  ils  donnent 
simplement  deux  droites  symétriques  par  rapport  à  G.  On  peut  em- 
ployer l'une  ou  l'autre  de  ces  droites  comme  droite  auxiliaire. 

Pour  la  génératrice  op,  o  est  le  point  cential,  op  est  le  paramètre  de 
distribution,  puisque  le  plan  tangent  en  p  fait  un  angle  de  45  degrés 
avec  le  plan  tangent  en  o.  Appelons  o,  un  point  situé  sur  op  et  iii6- 
niment  voisin  du  point  o;  le  paramètre  de  distribution  op  est  la  bmile 
du  rapport  de  la  dislance  oo,  à  l'angle  compris  entre  le  plan  tangent 
en  o  et  le  plan  langent  en  o,. 

Si  nous  désignons  cet  angle  par  X,  on  a 

tang  X  =  — : 

"^  op 

et  remplaçant  o/)  par  sa  valeur  (7),  il  vient 

(8)  tangX  =  ^ 


Nous  avons  ainsi  l'expression  de  langle  dont  tourne  le  pian  tangent 
en  o,  lorsqu'on  passe  de  ce  point  au  point  0,,  étant  donnés  les  plans 
tangents  aux  trois  points  o,  a,  h;  les  plans  tangents  en  a  ei  b  étant  rec- 
tangulaires. 
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§   II.    —    Des  pinceaux   de  droites. 

Les  droites  que  je  considérerai  sont  celles  qui  sont  déterminées  par 
la  connaissance  d'un  de  leurs  points  ;•  toutes  ces  droites  sont  donc 
assujetties  à  deux  conditions. 

En  prenant  une  de  ces  droites  et  toutes  celles  qui  lui  sont  infini- 
ment voisines,  on  aura  ce  que  j'appellerai  un  pinceau  de  droites. 

J'adopterai  l'expression  de  pinceau,  ainsi  que  plusieurs  autres  déri- 
vant de  l'optique.  M.  Kunuuer  les  a  déjà  employées  dans  son  étude 
générale  des  systèmes  de  rayons  rectilignes. 

.\insi  je  dirai  rayons  d' un  pinceau  au  lieu  de  droites  d'un  pinceau. 

Coupons  un  pinceau  par  une  surface  quelconque  (S)  ;  soit  a  le  point 
où  cette  surlace  coupe  le  rayon  G.  Prenons  sur  ce  rayon  deux  points 
b  et  c  et  portons  sur  tous  les  rayons  du  pinceau  à  partir  des  points  où 
ds  rencontrent  (S)  des  longueurs  constantes  égales  à  aA  et  ac. 

Les  points  tels  que /^  appartiendront  a  une  surface  (S),  et  les  points 
tels  que  c  à  une  surface  (Sj^. 

Les  rayons  infiniment  voisins  du  pinceau  peuvent  être  considérés 
comme  les  différentes  positions  d'une  droite  G  qi:e  l'on  déplace  en 
l'assujettissant  à  avoir  trois  lie  ses  points  a,  h,  c  sur  trois  surfaces 
données  :  (S),  (S),,  (S),. 

Tout  autre  point  de  G,  pendant  les  déplacements  de  cette  droite, 
restera  sur  une  surface  que  j'ai  appelée  surface  trajectoire.  Il  est  facile 
de  voir  que  les  normales  aux  surfaces  trajectoires  de  tous  les  points 
d'une  droite  issues  des  différents  points  de  cette  droite  appartiennent  à 
une  lijperholoide  [']. 

Cette  hyperboioïde  admet  deux  génératrices  réelles  ou  imaginaires 
perpendiculaires  à  G.  Les  points/,, y,  où  ces  droites  coupent  G  sont 
des  points  dont  les  surfaces  trajectoires  (F),,  (F)2  sont  tangente^  aux 
rayons  du  pinceau.  Nous  arrivons  ainsi  à  cette  propriété  fondamentale: 

Théorème  VI.  —  Les  rayons  d'un  pinceau  sont  tangents  à  deux 
surfaces  réelles  ou  imaginaires.  (Malus)  [**]. 


[*]   fo/r  la  Note  placée  à  la  fin  de  ce  Mémoire. 
[**]  Journal  de  l'École  Polj  technique,  i^"  cahier. 

Tumo  XVII  {■i'  série).  -  .\vril  1871.  |6 
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Nous  appellerons  ces  surfaces  surjaces  jocales.  Les  points  de  contact 
d'un  rayon  avec  les  surfaces  focales  seront  nommés  yorc*  du  rayon 
et  les  plans  tangents  en  ces  points  aux  surfaces  focales  seront  désignés 
sous  le  nom  de/p/««^yoc«MX  (Kiimmer,  loc.  cit.). 

C'est  en  nous  appuyant  sur  le  théorème  VI  qu'au  moven  de  droites 
auxiliaires  nous  allons  trouver  un  grand  nombre  de  propriétés  des 
pinceaux. 

Soient  G  {Jig.  2)  un  rayon  d'un  pinceau,/,  et/j  'es  foyers  de  ce 
rayon.  Quel  que  soit  le  rayon  infiniment  voisin  de  G,  il  détermine  avec 
cette  droite  un  élément  de  surface  gauche,  surface  élémentaire  du  pin- 
ceau, donnant  lieu  à  une  droite  auxiliaire  relative  à  une  origine  prise 
sur  G. 

Si  nous  prenons/a  pour  origine,  les  droites  auxiliaires  de  toutes  les 
surfaces  élémentaires  passeront  par  un  même  point/,  puisque  ces  sur- 
faces sont  tangentes  en/, -et/o  aux  surfaces  focales. 


Traçons  la  droite  auxiliaireyb'  pour  une  des  surfaces  élémentaires 
du  pinceau,  le  point  central  sur  G  s'obtient  comme  nous  savons,  en 
projetant  en  c  sur  cette  droite  le  pied  de  la  perpendiculaire  c'  abaissée 
du  point_/o  siu-  la  droite  auxiliaire/c'. 

L'angU'/2<^7  étant  droit,  les  pouits  tels  que  c'  sont  sur  la  circonfé- 
rence qui  contient  les  trois  points/j,/,,/. 

Les  points  centraux,  d'après  cela,  occupent  sur  G  la  portion  de  celle 
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droite  qui  est  la  projection  du  diamètre  de  cette  circonférence.  Nous 
voyons  donc  que  : 

Théorème  VII.  —  Les  points  centraux  de  toutes  les  surfaces  élé- 
mentaires d'un  pinceau  se  trouvent  sur  un  segment  déterminé  du  rajon 
de  ce  pinceau.  (Rummf.r.) 

M.  Ktimnier  appelle /;r)///i^  limites  les  points  c,,  c,,  qui  limitent  ce 
segment  de  G.  En  appelant  arf  la  longueur  de  ce  segment,  H  ^  l'angle 
que  font  entre  eux  les  plans  focaux,  on  a,  dans  le  \.r\?iv\%\c  J\j J : 

j\J\  =-  2^/sin^. 
et  l'on  voit  que  : 

Théorème  VIII.  —  La  distance  focale  est  égale  à  la  distance  qui 
sépare  les  points  limites  multipliés  par  le  sinus  de  l'angle  que  font  entre 
eux  les  plans  focaux . 

La  surface  éléinenlairc  dont  la  droite  auxiliaire  est  yé' a  son  j)ara- 
mètre  de  distribution  de  ses  plans  tangents  égal  à  ce'  ;  de  même,  poiu' 
une  autre  surface  élémentaire,  on  aura  un  point  tel  que  c'  sur  la  cir- 
conférence qui  passe  par  les  points/,, y.^,/!  On  voit  donc  que  : 

Théorème  IX.  —  Si  dans  un  plan  passant  par  un  ra)  on  d'un  pinceau 
on  porte,  sur  des  perpei/diculaires  à  ce  rayon  élei'ées  des  points  centraux 
des  surfaces  élémentait  es  et  à  partir  de  ces  points,  des  longueurs  égales 
aux  paranti'trrs  de  distrihulinn  de  ces  surjaces ,  les  extrémités  des  lon- 
gueurs ainsi  portées  sont  sur  une  circonférence  (  \  passant  par  les  foyers 
du\rayon. 

Propriété  remarquable  qui  subsiste  pour  un  pinceau  dont  les  foyeis 
sont  imaginaires. 

Les  plans  centraux  correspoiidanl  aux  [loints  limites  ont  été  nom- 
més |)ar  M.  Kuinuier  plans  principaux.  L'angle  compris  entre  ces  plans 
étant  égal  à  c^fc\  est  droit.  Nous  voyons  donc  que  : 

ThéorîcmeX.  —  Aux  points  limites  les  plans  centraux  des  surfaces 
élémentaires  sont  perpendiculaii es  entre  eux.  (Rummer.) 

Apj)elons  /  la  dislance  d'un  point  quelconque  o  de  G  au  point  cen- 
tral c,  /,  et  I2  les  tlistances  du  même  point  o  aux  points  limites,  m 
l'angle  que  le  plan  central  en  c  fait  avec  le  plan  principal  en  f,,  siii' 
la  figure  w  est  égal  à  l'anglt;  cf2,c\  tni  à  l'angle  c'c^c\ . 

16. 
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Dans  le  triangle  c' c'^c\  on  a 


Il  ce, 

C ,  Co   =  — 

'      -  COSO 


on  a  donc 
c'est-à-dire 


COS'w 


/,  cos^w  +  /„  sin^w  =  /. 


Cette  élégante  relation  est  due  à  Hamilton. 

Menons,  à  partir  du  point  o,  une  droite  faisant  avec  G  lui  angle  ]S 
Elle  est  coupée  par  les  tangentes  c,c\,  Cnc\  et  par  la  droite  ce'  en  des 
points  dont  je  désignerai  les  distances  au  point   o  par  /', ,  l\,  l .  On  a 

1  =  1'  cos^ 
/,  =  /',  cosjS 
4  =  l',  cos/3  ; 

par  suite,  la  relation  (9)  devient 

/',  cos'co  +  /!,  sin-w  =  /'. 

On  peut  déduire  de  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XI.  —  On  donne  [Jig.  3)  une  droite  G,  une  circonférence  C 
et  deux  tangentes  nu,  b/n,  parallèles  entre  elles  ;  quelle  que  soit  la 
droite  de  parallèle  à  ces  deux  tangentes,  on  a 

on  cos- dha  +  oni  sin-dha  =  oe. 
Ce  tliéorénie  nous  sera  utile  |)lus  loin. 
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Un  point  central  c  sur  G  \Jig.  2,  p.  122)  correspond  à  deux  surfaces 

élémentaires;  les  para  mètres  de  ces  surfaces  sont  ce',  ce'-.  Les  plans  cen- 


traux (le  CCS  surfaces  sont  également  inclinés  sur  les  plans  principaux, 
puisque  l'angle  c'/jc',  est  égal  à  l'angle  c'j /ac".  Ce  dernier  résultat 
peut  s'énoncer  ainsi  : 

THÉORÈ:»rE  XII.  —  Les  plans  centraux  de  deux  suijaces  élémentaires 
ajant  le  même  point  central  sont  également  inclinés  sur  les  plans 
principaux . 

Si  l'on  considère  en  particulier  le  point  milieu  de  la  distance  focale, 
point  que  nous  appellerons  avec  M.  Kummer  centre  du  rayon,  les 
plans  centraux  des  surfaces  élémentaires  ayant  eu  ce  point  leur  point 
central  sont  rectangulaires. 

Ou  voit  sur  la  figure  que  ce'  X  ce"  est  égal  à  ef,  X  cf.;  on  peut  donc 
dire  : 

Théorème  XIII.  —  Deux  surfaces  élémentaii es  ayant  même  point 
central  sont  telles  que  le  produit  de  leurs  paramètres  de  distribution  est 
égal  au  produit  des  distances  de  leur  point  central  aux  Joyers  du  rajon. 

On  petit  remarquer  que  les  valeurs  extrêmes  des  paramétres  de  dis- 
tribution des  surfaces  élémentaires  d'un  pinceau  correspondent  aux 
surfaces  ayant  le  centre  du  rayon  pour  point  central. 

Menons  e' e'  parallèlement  à  G  :  les  points  c  et  s  également  éloignés 
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du  cenlre  du  rayon  sont  les  points  centraux  de  deux  surfaces  élémen- 
taires ayant  même  paramètre  de  distribution.  Les  plans  centraux  de 
ces  surfaces  sont  évideimnent  également  incliui^s  sur  les  plans  centraux 
des  surfaces  élémentaires  ayant  le  centre  du  ravon  pour  point  central. 
On  peut  énoncer  ainsi  ce  dernier  résultat  : 

Théorème  XIV.  —  Deux  surfaces  élémentaires  d  un  pinceau  ayant 
même  paramètre  de  distribution  ont  leurs  points  centraux  à  égale  dis- 
tance du  centre  des  rayons  du  pinceau  et  leurs  plans  centraux  égale- 
ment inclinés  sur  les  plans  centraux  relatifs  à  ce  centre. 

Cheichons  l'expression  du  paramètre  de  distribution  ce'  ou  k  d'une 
surface  élémentaire  dont  le  point  central  est  c  [fig-  a),  en  fonction 
des  valeurs  extrêmes  A^,,  k^  des  paramètres  de  toutes  les  surfaces  élé- 
mentaires et  de  l'angle  s  que  le  plan  central  de  cette  surface  fait  avec 
le  plan  central  relatif  à  la  surface  dont  le  paramètre  est  maximum. 
Pou  r  trouver  cette  relation ,  nous  n'avons  qu'à  appliquer  le  théorème  XI, 
en  considérant  les  tangentes  à  la  circonférence  qui  sont  parallèles  à 
G,  et  la  parallèle  à  cette  même  droite  menée  du  point  c';  ou  a  alors 

(lo)  A  =  A,  cos-ç;   -f- X'o  siu'ç; , 

relation  tout  à  fait  analogue  à  la  relation  (gj. 

Prenons  un  segment  de  G  et  les  plans  tangeuls  aux  extrémités  de  ce 
segment  à  une  surface  élémentaire,  l'angle  compris  entre  ces  plans 
est  ce  que  M.  Kummer  a  appelé  l'angle  de  déviation  relatif  nu  seg- 
ment. 

Si  nous  considérons  le  segment  oa  [fg.  2)  et  la  siu'face  élémentaire 
dont  le  point  central  est  c  et  le  paramètre  cc\  l'angle  de  déviation  pour 
ce  segment,  d'après  le  tliéoreme  V,  est  égal  à  l'angle  ac'o. 

Les  angles  de  déviation  pour  un  même  segment  qui  correspondent 
à  toutes  les  surfaces  élémentaires  du  pinceau  sont  donc  les  angles 
sous  lesquels  on  voit  ce  segment  des  différents  points  de  la  circonfé- 
rence C.  Les  points  pour  lesquels  on  obtiendra  les  valeurs  extrêmes  de 
cet  angle  sont  évidemment  les  points  de  contact  avec  C  des  deux  cir- 
conférences menées  par  les  points  a  et  o. 

A  un  angle  de  déviation  donné  correspond,  pour  une  même  surlace 
élémentaire,  une  infinité  de  segments    Nous  allons  considérer  les  seg- 
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ments  ayant  même  origine  sur  G,  correspomlaiit  à  un  angle  de  dt^via- 
tion  donné,  et  relatifs  à  toutes  les  surfaces  élémentaires  du  pinceau. 
Nous  nous  proposons  de  chercher  la  relation  qui  existe  entre  l'un 
quelconque  de  ces  segments  et  les  segments  de  valeurs  extrêmes. 

Soient  o  [fig.  4)  l'origine  des  segments  sur  G,  et  [i  l'angle  de  dévia- 
tion donné;  pour  construire  un  des  segments,  on  joint  le  point  o  à  un 
point  quelconque  c'  de  la  circonférence  C,  et  l'on  mène  la  droite  c' a 
telle  que  l'angle  ac'o  soit  égal  à  j3  :  oa  est  l'un  des  segments. 


FiG.  4. 


Circonscrivons  luie  circonférence  au  triangle  oc'n  :  cette  circonfé- 
rence est  tangente  en  o  à  une  droite  menée  du  point  o  qui  fnit  avec  G 
l'angle  donné  j3.  On  peut  dire  que  les  segments  cherchés  sont  inter- 
ceptés sur  G  par  des  circonférences  tangentes  en  o  à  celte  dernière 
droite. 

Par  suite,  on  aura  les  valeurs  extrêmes  de  ces  segments  en  prenant 
parmi  toutes  ces  circonférences  celles  qui  sont  tangentes  à  C  :  dési- 
gnons par  R,,  R2  ces  valeurs  extrêmes. 
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Cherchons  l'angle  que  le  plan  tangent  en  o,  à  la  surface  élémenlane 
dont  le  point  centrai  est  c  et  le  paramètre  ce',  f.iit  avec  le  plan  prin- 
cipal relatif  au  pouit  limite  Cj.  Le  plan  tangent  en  o  à  celte  surface 
et  le  plan  focal  en /j  comprennent  entre  eux  un  angle  dont  la  mesure 
est  la  moitié  de  Vmc  f^d.  Le  plan  focal  en  J^  fait  avec  le  plan  prin- 
cipal en  C2  uii  angle  dont  la  mesure  est  la  moitié  de  l'arcyo^'o-  L'angle 
que  nous  cherchons,  et  que  je  désignerai  par  a,  a  donc  pour  mes.jre 
la  moitié  de  l'arc  c\  d.  On  voit  alors  que  l'aiigle  c\  c\  d  est  égal  à  a. 

Ce  que  nous  nous  proposons  de  trouver  c'est  l'exjjression  de  oa  en 
fonction  de  a,  R,,  R2. 

Pour  cela  transformons  par  rayons  vecteurs  réciproques  les  circon- 
férences qui  donnent  les  segments  tels  que  oa  en  prenant  le  |>oint  o 
pour  pôle  de  transformation  et  la  puissance  de  telle  façon  que  la  cir- 
conférence C  soit  transformée  en  elle-même.  Les  circonférences  que 
nous  transformons,  étant  tangentes  entre  elles  au  pôle  de  transforma- 
tion, deviennent  des  droites  parallèles  entre  elles  faisant  avec  G 
l'angle  p.  Les  circonférences  qui  ont  donné  les  segments  R,,Rï  devien- 
nent les  tangentes  à  C  parallèles  à  la  direction  commune  de  toutes  ces 
droites.  Ces  tangentes  /,  / ^  ,  hl'.^  touchent  C  en  /', ,  /'^  aux  extrémités 

d'un  diamètre  de  C  qui  fait  avec  G  tni  angle  égal  à  -  —  /3. 

La  circonférence  oac'  se  transforme  en  une  droite  ed  parallèle  aux 
tangentes  dont  je  viens  de  parler.  En  appliquant  le  théorème  XI,  on  a 

0/2  sui^/',  L'.-,d  -4-  oL^  cos'-/',  i'.^d  =  oe; 

mais 

o/j .  Rj  =  o/,  .  R,  =1  oe  X  oa  =^  const. 


On  a  alors 

('0 

mais  l'angle 


sin'/',  l',d        i-os'/'  /'.  d 


/',  l\,d  =  r,  /'„  c'„  -\-  a  = h  a, 

car  l'angle  l\l.,c'„  est  la   moitié  de  l'angle  que  l\l'„  fait   avec  c\c'.y 
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\.\  irlatioii  précédente  devient  donc 


sin'  \  a  H 


{'2)  s; -^ rT  „«' 

qui  est  la  relation  cherchée. 

Cette  fornnile  très-élégante  est  diw  à  JM.  Riiiiimer. 

Lorsque  fî  est  égal  à  ^,  cette  formule  devient 

cos'a        sin'a  i 

R,     "*"     R,     ~  ô^' 

qui  avait  été  donnée  par  Hamilton.  Les  extrémitis  des  segments  cor- 
respondant à  cette  déviation  sont  l'origine  o,  et  les  points  où  les  plans 
tangents  aux  surfaces  élémentaires  en  o  sont  normaux  à  ces  mêmes 
surfaces. 

On  i)eul  énoncer  ainsi  ce  dernier  résultat  : 

TnÉoiiÙME  XV.  —  Si  un  plan,  passant  par  un  rajon  C.  d'un  pinceau, 
tourne  autour  de  celte  droite,  il  touche  successivement  en  o  les  surjaces 
élémentaires  du  pinceau  :  les  distances  du  point  o  aux  points  où  il  est 
respectivement  normal  à  ces  surfaces  sont  données  par  la  relation 

I         cos'a        sin'a 

çj  étant  la  distance  du  point  o  au  point  où  le  plan  tangent  en  o  à  une 
des  surjaces  élémentaires  est  normale  à  cette  même  surface;  R,  e/  R^ 
étant  les  valeurs  extrêmes  de  p,  a.  étant  V angle  que  le  plan  correspon- 
dant à  pfait  avec  l'un  des  plans  principaux  du  pinceau. 

La  relation  (11),  qui  nous  a  donné  la  formule  (12),  deM.Kummer, 
exiirime  le  théorème  de  Géométrie  élémentaire  qui  suit  : 

Théorème  XVL  -  On  a  deux  circonférences  tangentes  entre  elles 
en  o  [fig.  5  )  et  tangentes  à  une  circonjérence  C.  On  trace  une  troi- 
sième circonférence  tangente  aux  deux  premières  en  o,  elle  coupe  C 
au  point  e;  on  joint  le  point  o  au  point  e,  cette  droite  coupe  Q.  au 
point  d.  On  mène  le  diamètre  Im  de  C  parallèlement  à  la  ligne  des 

Tome  XVII  {7'  série).  —  Avril  1875.  7 
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centres  des  trois  autres  circonférences.  On  a,  quelle  que  ioU  lu  droite  oh 
menée  du  point  o  et  quel  que  soit  le  point  e  sur  C, 

^      '  oh  og  nu 


Reprenons  la  droite  G  du  pinceau  {Jig.  G)  el  la  circonféiente  C; 
traçons  dos  circonférences  tangentes  en  o  à  G  et  tangentes  à  C;  nous 


avons  ainsi  deux  circonférences  coupant  oju  au  point;;,,  p.^.  Traçons 
une  troisième  circonférence  tangente  en  o  à  G  rencontrant  C  au  point  c' 
el  la  droite  o.r  au  point/;. 

En  appliquant  le  théorème  précédent,  on  a 


cos- m"  m' fl        ûn'm"m'tl 


op, 


op. 


op 
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Mais  l'angle  m!' m' d  est  égal  k  j  -\-  a,  puisque  l'angle  c\c.,(l  est  égal 
à  Cf.  On  a  clone 

cos=  (  a  -f-  7  )        sin=  (  «  "+-  7  ) 


o/>,  op-.  op 

Nous  savons  que  op  est  égal  à  '—  (p.  120);  si  l'on  uiaicbe  tou- 

1  r  D  tangX  ^'  '  ' 

jours  perpendiculairement  à  G,  à  partir  du  point  o,  de  la  mémo  lon- 
gueur infiniment  petite  oo^,  en  appelant  X,,  Xn  les  valeurs  extrêmes 
de  X,  la  formide  (i/j)  devient 

(i5)  langX  =  cos-  (  a  +  ^  )  tangX,  -f-  sin-  (  0;  +  7)  langXo, 


ou  simplement,  en  prenant  les  angles  infiniment  petits  pour  les  tan- 
gentes, 

(16)  X  =  cos-  (a  -1-  7  I  X,  +  sin'  (a  +  j 

Celte  formule  donne  l'angle  dont  tourne  le  plan  tangent  en  o  à  une 
surface  élémentaire,  lorsqu'on  marche,  à  partir  de  ce  point,  sur  cette 
surface,  perpendiculairement  au  rayon  et  d'une  quantité  infiniment 
petite  en  fonction  des  valeurs  extrêmes  que  cet  angle  peut  acquérir. 

Appelons  X'  la  valeur  de  X  lorsqu'on  remplace  dans  la  formule  (16) 
a  par  a.  -\ — ;  on  a  alors  évidenunent 

X  +  X'  =  X,  ^X,. 

On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Théorème  XVII.  —  On  prend  dans  un  pinceau  deux  surfaces 
élémentaires  perpendiculaires  entre  elles  au  point  o;  le  plan  tangent 
en  ce  point  à  chacune  de  ces  surjaces,  lorsqu'on  marche  sur  chacune 
d'elles  d'une  même  longueur  injiniinent  petite,  perpendiculaire  à  G, 
tourne  respectiwment  d'un  certain  an^le  :  la  somme  algébrique  de  ces 
deux  angles  est  constante,  quelles  que  soient  les  surjaces  élémentaires 
considérées .  (Sturm)  [*]. 

[*]  Mémoire  sur  la  vision  {Comptes  rendus,  année  i845). 

17.. 
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Pour  terminer  ici  ce  qui  concerne  les  pinceaux,  je  vais  faire  voir 
que  les  valeurs  extrêmes  qui  entrent  dans  les  différentes  relations  pré- 
cédentes correspondent  toujoius  à  des  surfaces  élémentaires  rectan- 
gulaires à  l'origine  o. 

Pour  déterminer  ces  valeurs  extrêmes,  nous  avons  toujours  eu  à 
construire  des  circonférences  tangentes  en  o  à  une  certaine  droite  ot 
{Jig.  7)  et  tangentes  à  C. 

Img.  -j. 


Les  points  de  contact  avec  C  s'obtiennent  de  la  manière  suivante  : 
on  mène  le  diamètre  de  la  circonférence  C  qui  est  perpendiculaire  à 
la  droite  ot;  on  joint  les  extrémités  de  ce  diamètre  au  point  o;  ces 
droites  coupent  C  aux  points  de  contact  cherchés.  Ce  sont  ces  points 
qui,  projetés  sur  G,  donnent  les  points  centraux  des  surfaces  élémen- 
taires donnant  lieu  à  des  valeurs  extrêmes. 

Je  disque  ces  deux  surfaces  élémentaires  sont  rectangulaires  en  0; 
l'angle  que  le  plan  tangent  en  o  à  l'une  d'elles  fait  avec  le  plan  focal^j 
est  égal  kJiC'o;  l'angle  analogue  pour  l'autre  est  f.^e'o,  et  la  différence 
de  ces  deux  angles,  comme  on  le  voit  par  lenr  mesure,  est  bien  égale 
à  un  droit. 


§  IIL 


Des  normalies. 


Le  pinceau  que  nous  allons  maintenant  étudier  est  celui  qui  est 
composé  de  normales  à  une  surface. 

Les  surfaces  élémentaires  de  ce  pinceau  sont  des  éléments  de  rior- 
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malies.  J'ai  appelé  ainsi  le  lieu  des  normales  à  une  surface  qui  s'ap- 
puient sur  une  courbe  tracée  sur  cette  surface. 

11  résulte  du  théorème  VI  que  toutes  les  normales  qui  constituent 
le  pinceau  ([uc  nous  allons  étudier  sont  tangentes  à  deux  surfaces. 

Mais,  comme  rien  ne  prouve  que  ces  surfaces  soient  réelles,  je  vais 
reprendre  par  une  autre  méthode  la  démonstration  de  cette  propriété 
des  rayons  de  ce  pinceau,  démonstration  qui  fera  bien  voir  que  les 
foyers  sont  réels. 

Pour  cela,  je  ferai  usage  de  ce  théorème,  relatif  aux  déplacements 
d'une  figure  de  forme  invariable  qui  reste  assujettie  à  quatre  con- 
ditions : 

Théorîîme  XVIIl.  —  Lorsqu'une  figure  de  forme  im>ariahle  se 
déplace  de  manière  que  quatre  points  restent  sur  quatre  swfaces  don- 
nées, à  un  instant  quelconque ,  les  normales,  issues  respectiwment  des 
points  lie  la  figure,  aux  siujaces  trajectoires  de  ces  points  rencontrent 
deux  mêmes  droites  [']. 

Supposons  que  trois  points,  «,  b,  c,  d'une  figure  de  forme  invariable 
restent  sur  une  même  surface  (S)  et  qu'un  quatrième  point  e  de  la 
figure  se  déplace  sur  une  surface  (E).  Pour  déterminer  les  deux 
droites,  que  j'appellerai  D  et  A,  qui  entrent  dans  l'énoncé  précédent, 
il  suffit  de  construire  les  deux  droites  rencontrant  à  la  fois  les  normales 
issues  des  points  a,  b,  c,  e  aux  surfaces  sur  lesquelles  se  déplacent  ces 
points. 

Lorsque  les  points  i  et  c  se  sont  rapprochés  indéfiniment  du  point  a, 
la  figure  mobile  est  alors  assujettie,  pendant  son  déplacement,  à  avoir 
un  de  ses  plans  (P)  tangent  en  un  point  a  de  ce  plan  à  une  surface  (S), 
le  point  e  restant  toujours  sur  la  surface  (E). 

Les  deux  droites  D,  A  rencontrent  maintenant  trois  normales  infini- 
ment voisines  de  (S)  et  la  normale  à  la  surlace  trajectoire  du  quatrième 
point  e.  Mais  le  déplacement  de  la  figure  mobile  est  le  même,  quels 
que  soient  les  points  infiniment  voisins  du  point  a  que  l'on  considère 
sur  le  plan(P).  Les  deux  droites  I),  A  doivent  donc  être  rencontrées  par 
toutes  les  normales  à  (S)  issues  des  points  infiniment  voisins  du  pointa. 
Les  plans  passant  par  la  normale  en  a  et  par  chacune  des  droites  D 

[•]  Foir  la  Note  placée  à  la  fin  de  ce  Mémoire. 
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et  A  sont  donc  tangents  à  toutes  les  normalies  à  (S)  dont  les  direc- 
trices sont  des  courbes  tracées  sur  celte  surface  à  partir  du  point  a. 

La  normale  A  en  n,  qu'on  peut  regarder  comme  une  droite  de  la 
figure  mobile,  décrit  donc,  pendant  tous  les  déplacements,  des  sur- 
faces ayant  deux  mêmes  plans  tangents.  Les  ileux  droites  D,  A  sont  les 
deux  axes  simultanés  de  rotation  au  moyen  desquels  on  peut  obtenir 
ces  déplacements. 

De  l'existence  de  ces  déplacements  et  de  la  possibilité  de  les  obtenir 
au  moyen  des  droites  D,  A,  on  peut  déjà  conclure  que  ces  droites  sont 
réelles.  Mais  je  vais  encore  montrer  ce  résultat  comme  une  consé- 
quence du  théorème  XVIIL 

La  propriété  des  normalies  à  (S)  autour  du  point  a  d'être  tangentes 
entre  elles  aux  deux  mêmes  points  situés  sur  la  normale  A,  points  que 
je  désignerai  pin'y,,^/^,  est  indépendante  de  la  position  de  la  surface  (E). 
Si  cette  surface  vient  à  changer,  les  droites  D  et  A  seront  différentes, 
mais  elles  passeront  toujours  par  les  deux  mêmes  points/,, y^-  H  suffit 
donc,  pour  montrer  que  ces  points  sont  réels,  de  faire  voir  qu'on  peut 
construire  un  couple  de  droites  réelles,  telles  que  D,  A.  Ces  droites 
sont  des  génératrices  de  l'hyperboloïde  qui  a  pour  directrices  trois 
normales  à  (S);  elles  passent  par  les  points  oîi  cette  hyperboloïde  est 
rencontrée  par  la  normale  en  e  à  (E).  Nous  pouvons  toujours  disposer 
de  cette  dernière  normale  pour  avoir,  avec  l'hyperboloïde,  des  points 
de  rencontre  réels.  Nous  avons  donc  alors  des  droites  D,  A,  et  des 
jjointsy, ,y^  qui  sont  réels. 

Examinons  maintenant  la  situation  des  plans  tangents  en  ces  points 
à  toutes  les  normalies,  plans  tangents  qui  sont  les  plans  focaux  du 
pinceau. 

Ces  plans  sont,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  les  plans  menés  par  la  nor- 
male k  et  par  les  droites  D  et  A.  Mais,  parmi  les  déplacements  de  A, 
il  y  en  a  deux  qui  sont  obtenus  par  de  simples  rotations  autour  de 
chacune  des  droites  D  et  A.  En  tournant  autour  de  D,  la  droite  A  doit 
engendrer  une  surface  dont  le  plan  tangent  doit  être  le  plan  (A,  A). 

De  là  résulte  que  les  plans  (A,  D)  et  (A,  A)  sont  perpendiculaires 
entre  eux. 

Nous  pouvons  maintenant  énoncer  plus  complètement  le  théo- 
rème VI  en  disant  : 
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TnÉORKME  XIX.  —  Lorsquuji  pinceau  est  formé  par  les  normales  a 
une  surface,  les  foyers  sont  réels  et  les  plans  focaux  sont  perpendi- 
culaires entre  eux. 

Nous  avons  aussi  ce  théorème: 

Théorème  XX.  —  Parmi  les  suif  aces  élémentaires  d'un  pinceau  de 
normales,  il  y  a  deux  normalies  développahles ;  ces  normalies  se  cou- 
pent à  angle  droit. 

Propriété  que  Monge  a  énoncée  ainsi  [*]  : 

Théorème  XXI.  —  Toute  normale  à  une  sw^ace  courbe  est  toujours 
rencontrée  par  deux  autres  normales,  infuiiment  voisines,  placées  dans 
deux  plans  normaux,  rectangulaires  entre  eux. 

Nous  venons  devoir  (théorème  XX)  qu'à  partir  d'un  point  sur  une 
surface  il  y  a  deux  directions  rectangulaires  pour  lesquelles  on  a  des 
normalies  développahles. 

Si  l'on  prend  les  lignes  tracées  sur  (S)  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété :  que  les  normalies  dont  elles  sont  les  directrices  sont  dévelop- 
pahles, on  aura  les  lignes  signalées  pour  la  première  fois  par  Monge 
et  qu'il  a  appelées  lignes  de  courbure.  Les  lignes  de  courhure  se  ren- 
contrent toujours  à  angle  droit,  ainsi  que  les  normalies  développahles 
dont  elles  sont  les  directrices.  Il  est  facile  de  voir  que  les  lignes  de 
courbure  d'une  surface  de  révolution  sont  les  méridiens  et  les  paral- 
lèles et  que  les  lignes  de  courhure  d'une  surface  développable  sont 
les  génératrices  de  celte  surface  et  leurs  trajectoires  orthogonales. 

Revenons  au  pinceau  de  normales. 

Puisque  ses  plans  focaux  sont  perpendiculaires  entre  eux,  en  vertu 
du  théorème  VIII,  la  dislance  focale  est  égale  à  la  distance  des  points 
limites.  Il  résulte  de  là  que  la  circonférence  C,  caractéristique  du  pin- 
ceau de  normales,  a  pour  centre  le  centre  du  rayon  de  ce  pinceau. 

Reprenons  les  propriétés  générales  des  pinceaux  et  examinons  ce 
qu'elles  deviennent  lorsqu'on  se  place  dans  ces  conditions  nouvelles. 

C  ayant  son  centre  sur  G,  on  voit  alors  que  les  points  limites  sont 
confondus  avec  les  foyers;  les  plans  principaux  sont  aussi  confondus 
avec  les  plans  focaux.  Le  théorème  IX  nous  donne  alors  celui-ci  : 

[*]   Application  de  l' Analyse  à  la  Géométrie. 
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Théorkme  XXII.  —  Dans  un  plan  passant  par  une  normale  G 
d'une  surface,  on  porte  sur  les  perpendiculaires  à  cette  droite,  menées 
des  points  centraux  de  toutes  les  normalies  contenant  G,  et  à  partir 
de  ces  points,  des  longueurs  égales  au  paramètre  de  distribution  des 
plans  tangents  à  ces  normalies  :  les  extrémités  de  ces  perpendiculaires 
appartiennent  à  une  circonjérence  dont  le  centre  est  sur  G . 

Pour  inter[)réter  géomélriquement  des  résultats  obleuus  pour  un 
pinceau  quelconque,  je  vais  d'abord  établir  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XXIII.  —  Si  à  partir  d'un  point  a  sur  une  surface  [S)  on 
trace  une  courbe  cpielconxjue  et  qu'on  prenne  cette  courbe  comme  direc- 
trice d'une  normalie,  le  plan  tangent  en  o  à  celte  surface  lui  est  normal 
an  centre  de  courbure  correspondant  au  point  o  de  la  section  suii'ant 
laquelle  il  coupe  (S). 

Appelons  (.y)  la  courbe  d'intersection  de  (S)  et  du  plan  tangent  en  o 
à  la  normalie,  et  o,le  point  de  cette  courbe  infiniment  voisin  de  o,  les 
plans  normaux  en  o  et  o,  se  coupent  suivant  une  droite  qui  passe 
par  le  centre  de  courbure  de  [s).  Celte  droite  est  la  caractéristique 
du  plan  normal  en  o  à  [s]  considéré  comme  se  déplaçant  en  restant 
normal  à  cette  courbe. 

Cette  caractéristique  passe  par  le  point  où  le  plan  normal  en  o  à  {s) 
toiicbe  la  normalie  [*],  et  comme  ce  point  de  contact  n'est  autre  que  le 
point  où  le  plan  tangent  en  o  à  la  normalie  est  normal  à  cette  surface, 
le  théorème  est  démontré. 

Le  théorème  XV  qui  a  conduit  à  la  relation 

,  I         cos"a        sin'a 

('7)  p=-b7  +  "^ 

nous  donne  alors  maintenant  la  valeur  du  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  faite  dans  une  surface  (S),  en  fonction  des  valeins 
extrêmes  de  ce  rayon. 

D'après  la  construction  donnée  pour  trouver  ces  valeurs  extrêmes, 
nous  voyons  que  R,  est  égal  à  oj,  et  R.  est  égal  à  ojl;/,  et/j  sont  par 
rapport  à  (S)  les  centres  de  courbure  principaux  correspondant  au 


[*]  En  verlu  de  ce  théorème  :  Lorsqu'un  plan  mobile  passe  successivement  par  Us 
différentes  génératrices  d'une  sur/ace  réglée,  sa  caractéristique,  à  un  instai.t  quelconque, 
passe  par  le  point  où  il  touclie  cette  surface. 
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point  o  et  les  rayons  de  courbure  R,  et  Ra  qui  sont,  l'un  maximum  et 
l'autre  minimum,  parmi  tous  les  rayons  de  courbure  des  sections 
déterminées  dans  (S)  par  des  plans  normaux  à  cette  surface  en  o,  sont 
désignés  sous  le  nom  de  rajons  de  courbure  principaux.  Nous  pou- 
vons dire  : 

Théorème  XXIV.  —  Les  plans  focaux  d'un  pinceau  de  normales 
sont  les  plans  qui  déterminent  des  sections  pour  lesquelles  les  rajons 
de  courbure  sont  l'un  maximum,  l'autre  miinmum. 

Par  rapport  à  (S),  ces  |)ians  focaux  sont  désignés  sous  le  nom  de 
plans  des  sections  principales.  Nous  pouvons  maintenant,  en  employant 
ces  expressions,  énoncer  la  pro|)riété  importante  suivante  : 

Théorème  XXV.  —  J  partir  d'un  point  o  sur  une  surface  (S),  on 
trace  des  courbes  quelconques  que  l'on  prend  pour  directrices  de  norma- 
lies  à  (S)  ;  toutes  ces  normalies  sont  tangentes  entre  elles  aux  centres  de 
courbure  principaux  de  (S)  qui  correspondent  à  o;  les  plans  tangents 
communs  en  ces  points  sont  les  plans  des  sections  principales  menées 
par  la  normale  en  o. 

La  relation  (17),  que  l'on  doit  àEuler,  permet  de  déterminer  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  normale;  cherchons  comment  on  peut 
trouver  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  quelconque  E  tracée  à 
partir  du  point  o  sur  (S). 

Soit  o,  un  point  infiniment  voisin  du  point  o  sur  la  courbe  E.  Les 
plans  normaiix  à  cette  courbe,  menés  des  points  o  et  o,,  se  coupent 
suivant  une  droite  perpendiculaire  au  plan  osculateur  en  o  de  la  courbe 
donnée  ;  le  pied  de  cette  droite  sur  ce  plan  osculateur  est  le  centre  de 
courbure  de  la  courbe  E  correspondant  au  point  o. 

Cette  droite  d'intersection  est  la  caractéristique  du  plan  normal  en 
o  considéré  comme  se  déplaçant  en  restant  normal  à  la  courbe  E.  Celte 
caractéristique  passe  par  le  point  où  le  plan  normal  en  o  à  la  courbe 
donnée  touche  la  normalie  à  (S)  dont  E  est  la  directrice  [*]. 

Ce  point  de  contact,  étant  le  point  où  le  plan  normal  à  (S)  mené 
tangentiellement  à  la  courbe  E  est  normal  à  cette  normalie,  n'est  autre 
que  le  centre  de  courbure  de  la  section  déterminée  dans  (Sj  par  ce 
dernier  plan.  (Théorème  XXIII.) 

[*]  En  vertu  du  théorème  énoncé  an  bas  de  la  page  précédente. 

Tome  XVIl  (2°  série).  —  Mai  1S72.  '  " 
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On  voit  donc  que  : 

Théorème  XXVI.  —  Le  centre  de  courbure  de  la  courbe  E  tracée 
sur  (S)  et  qui  correspond  au  point  a  est  la  projection,  sur  le  plan 
osculateur  de  cette  courbe  en  ce  point,  du  centre  de  courbure  de  In 
section  faite  dans  (S)  par  le  plan  normal  à  cette  surjace  mené  tangen- 
tiellement  en  o  à  E. 

Ce  théorème,  dû  à  Meusnier,  permet  de  déterminer  le  rayon  de 
courbure  en  un  point  d'une  section  oblique  d'une  surface  lorsqu'on 
connaît  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  lui  est  tan- 
gente en  ce  point. 

Reprenons  la  relation  d'Euler  :  supposons  qu'on  remplace  dans  cette 
relation 

p  par  >,f/-,     R,  par  \a-     et     R^  par  X6-, 

on  a  alors 

,    „,  I  cos'a         sin'a 

Cette  équation  représente  une  conique. 

Construisons  cette  courbe  et  plaçons-la  sur  le  plan  tangent  en  o  à  (S) 
de  façon  que  son  centre  soit  en  o,  et  que  son  grand  axe  soit  dans  le 
j)lan  de  la  section  principale  dont  le  rayon  de  courbure  est  maximum, 
cette  conique,  dont  on  doit  la  considération  à  M.  Dupin,  est  désignée 
sous  le  nom  (.V indicatrice.  Un  plan  normal  en  o  a  pour  trace  sur  le 
plan  tangent  en  ce  point  à  (S)  un  diamètre  de  cette  conique.  La  racine 
carrée  de  ce  demi-diamètre  est  proportionnelle  au  rayon  de  courbure 
de  la  section  que  ce  plan  détermine  avec  (S).  C'est  ce  qu'il  est  facile 
de  voir  en  comparant  les  équations  (17)  et  (18). 

Lorsque,  pour  un  point  o,  les  centres  de  courbure  principaux  sont 
sur  la  normale  en  o  d'un  même  côté  de  ce  point,  l'indicatrice  est  une 
ellipse. 

Lorsqu'ils  sont  de  part  et  d'autre  du  point,  l'indicatrice  est  une 
hyperbole  et  la  surface  est  en  ce  point  à  courbures  opposées.  Enfin, 
lorsque  l'un  des  centres  de  courbure  principaux  est  à  l'infini,  l'in- 
dicatrice se  compose  de  deux  droites  parallèles.  Cette  circonstance  se 
présente  toujours  pour  les  surfaces  développables,  puisque  les  gêné- 
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ratrices  de  cette  surface  forment  un  syslèuie  de  ligues  de  courbure. 

Faisons  usage  de  la  courbe  indicatrice.  Prenons  une  courbe  quel- 
conque sur  (S),  la  nornialie  correspondante  et  la  droite  auxiliaire 
de  cette  surface  relative  au  point y^  {Jîg-  8). 

Cette  droite  auxiliaire  doit  passer  pary,,  puisque  les  plans  focaux 
sont  rectangulaires  :  soient/^;  c'  cette  droite  et  o  le  pied  de  la  normale 
G  sur  (S).  Le  plan  tangent  eu  o  à  la  normalie  fait  avpc  le  plan  tangent 
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en/j,  et  par  suite  avec  le  plan  qui  contient  le  grand  axe  de  l'indica- 
trice en  o,  un  angle  qui  est  égal  à  x J.^^' ;  le  ]jlan  central  de  la  normalie 
fait  avec  le  même  plan  tangent  en  J^  l'angle  xf.^c'.  Le  produit  des  tan- 

,  1  «/"j        oo'       ,         ,     ,.       fiî  .     R]         h'- 

eentes  de  ces  angles  est  -^  X  -rj  c  est-a-dire  —-;  mais  --  =  --,  en  appe- 

^  °  oo'         of,  R,  R,         rt-  •  ' 

pelant  a  et  h  les  deux  axes  de  l'indicatrice  en  o.  Nous  voyons  donc  que  : 
Théorioie  XXVIL  —  La  tangente  en  on  la  directrice  dhuie  normalie 
et  la  trace  du  plan  central  de  cette  suif  ace  sur  le  plan  tangent  en  o  sont 
deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice  en  ce  point. 

La  trace  du  plan  central  est  évidemment  parallèle  à  la  perpendicu- 
laire commune  aux  deux  génératrices  infiniment  voisines  G  et  G,  de 
la  normalie.  Ces  deux  génératrices  étant  respectivement  perpendicu- 
laires aux  plans  tangents  à  (S)  menés  des  pieds  o  et  o,  de  ces  droites, 
cette  per|)eiidicu!aire  est  elle-même  parallèle  à  l'intersection  de  ces 
deux  plans  tangents.  Nous  voyons  alors,  d'après  le  théorème  précédent, 
que  : 

Théorème  XXYllL  —  La  droite  d intersection  du  plan  taitge/it  en  o 
et  du  plan  tangent  injiniment  voisin  en  o^  est  conjuguée  de  oo,  par 
rapport  à  Vindicatrice  de  la  surface  en  o. 

i8.. 
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Cette  droite  d'intersection  qui  est  tangente  à  (S),  et  la  tangente  oo, 
sont  deux  tangentes  conjuguées  ['];  ces  tangentes  sont  ainsi  désignées 
parce  que,  si  l'on  prend  les  plans  tangents  en  deux  points  infiniment 
voisins  situés  sur  l'une  de  ces  tangentes,  ces  plans  se  coupent  suivant 
l'autre. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  : 

Théorème  XXIX.  —  Lorsquune  surface  développnble  est  circon- 
scrite à  une  surface  quelconque,  ses  génératrices  sont  les  tangentes 
conjuguées  des  tangentes  à  la  courbe  de  contact.  (Dupin.) 

Le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  en  un  point  o,  qu'on 
peut  obtenir  au  moyen  de  l'indicatrice  en  ce  point,  se  construit  très- 
facilement  à  l'aide  de  la  droite  auxiliaire  de  la  normalie  qui  a  pour 
directrice  celte  section.  Effectuons  cette  construction  :  soient  G  [fig.  9) 
la  normale  au  point  o,  ety'i.y^les  centres  de  courbure  principaux  sur  G. 

FlG.   9. 


Menons  du  point  o  la  droite  of^  faisant  avec  ox  l'angle  «  que  le  plan 
de  la  section  normale  fait  avec  le  plan  de  la  section  principale  qui  con- 
tient le  grand  axe  de  l'indicatrice.  Ce  dernier  plan  est  tangent  eny^. 
La  droite  auxiliaire  relative  au  point  o  de  la  normalie  que  nous  con- 
sidérons passe  donc  par^^  • 

Comme  le  plan  tangent  en^,  est  perpendiculaire  au  plan  langent  en 
f.2,  elle  passera  aussi  au  point  de  rencontre  des  perpendiculairesy,y,'  , 
o/j  à  G  et  à  of.2  .  Cette  droite  est  donc  f[f!^  et,  d'après  le  théo- 
rème XXIII,  le  point  n  où  elle  rencontre  G  est  le  centre  de  courbure 
cherché. 

A  partir  du  point  o  sur  (S)  traçons  des  courbes  quelconques  et 


[*]  Ddpin  :  Développements  de  Géométrie . 
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prenons  ces  courbes  pour  directrices  de  normalies.  Ces  surfaces  ont, 
sur  un  même  |)lan,  pour  droites  auxiliaires  relatives  au  point  o,  des 
droites  telles  que  la  portion  interceptée  sur  chacune  d'elles,  par  les 
[jcrpendiculaires  à  G  menées  des  centres  de  coinbure  principaux,  est 
vue  du  point  o  sous  un  angle  droit. 

Ces  droites  enveloppent  donc  une  conique  ayant  pour  foyer  le 
point  o  et  la  droite  G  pour  l'un  de  ses  axes. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  pinceau  quelconque  et  non  pins  d'tm  pinceau 
de  normales,  l'enveloppe  des  droites  auxiliaires  des  surfaces  élémen- 
taires relatives  à  un  même  point  o  du  rayon  G  est  toujours  une  conique 
ayant  pour  foyer  le  point  o  et  pour  l'un  de  ses  axes  la  droite  qui  va  du 
point  o  au  centre  de  la  circonférence  C,  car  les  droites  auxiliaires 
sont  les  perpendiculaires  élevées  des  points  de  C  aux  lignes  qui  joignent 
ces  points  au  point  o. 

La  conique  enveloppe  des  droites  auxiliaires  pour  les  normalies  qui 
composent  un  pinceau  de  normales  est  une  hyperbole  pour  les  surfaces 
convexes,  une  ellipse  pour  les  surfaces  à  courbures  opposées  et  une 
parabole  pour  les  surfaces  développables. 

Lorsque  cette  conique  est  une  ellipse,  on  peut  mener  dans  ce  cas,  et 
dans  ce  cas  seulement,  deux  tangentes  à  cette  courbe  parallèlement  à 
G.  Ces  tangentes  sont  deux  droites  auxiliaires  qui  rencontrent  G  à 
l'infini. 

Nous  voyons  donc  que,  pour  les  surfaces  à  courbures  opposées,  il 
existe,  à  partir  d'un  point  o,  deux  directrices  telles  que  les  plans  nor- 
maux qui  les  contiennent  donnent  lieu  à  des  sections  dont  le  rayon  de 
courbure  est  infini. 

En  nous  reportant  à  ce  que  nous  avons  dit  de  l'indicatrice,  ces  di- 
rections sont  celles  des  asymptotes  de  l'indicatrice  en  o.  Les  courbes 
qui,  en  chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  à  une  asymptote  de 
l'indicatrice  ont  été  appelées  |)ar  jM.  Diipin  lignes  asjmptotiques.  Sur 
les  surfaces  gauches,  les  génératrices  sont  des  lignes  asyniptotiques. 

Reprenons,  à  partir  du  point  o  sur  (S),  une  directrice  quelconque 
et  la  normalie  correspondante.  Appelons  toujours  G  la  normale  en  o, 
et  o,  un  point  de  cette  courbe  infiniment  voisin  du  point  o;  consi- 
dérons le  paraboloïde  de  raccordement  à  la  normalie  le  long  de  la 
normale  G,  dont  l'un  des  plans  directeurs  est  perpendiculaire  à  G. 
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Le  plan  tangent  en  o  à  ce  pnraboloïde  est  le  plan  normal  à  (S)  qui 
contient  o,;  le  plan  tangent  en  o,  est  le  plan  normal  qui  passe  par  le 
pied  de  la  perpendiculaire,  abaissée  de  o^  sur  G.  En  négligeant  la 
distance  de  ce  point  au  point  o,  nous  pouvons  dire  que  le  plan  tangent 
en  o,  à  ce  paraboloide  est  le  plan  normal  à  (S)  qui  contient  le  point  o. 
D'après  ce  qui  précède  (p.  120),  en  appelant  ds  la  distance  00,  et  5 
l'angle  que  font  entre  eux  ces  plans  tangents,  on  a 

(,9)  5  =  ^(^_i_)sni.a, 

a  étant  toujours  l'angle  que  le  plan  tangent  en  o  à  la  normalie  fait 
avec  le  plan  de  la  section  principale  qui  contient  le  grand  axe  de  l'in- 
dicatrice en  o. 

fis 

On  a  aussi  0  =  — ?  o/j  étant  toujours  l'abscisse  à  l'origine  de  la  droite 
auxiliaire  de  la  normalie  relative  au  point  o. 

L'angle  0,  que  font  entre  eux  les  plans  normaux  en  o  et  o,  et  qui 
contiennent  ces  points,  peut  être  mesuré  par  l'angle  que  la  normale 
au  point  o,  fait  avec  le  plan  normal  Goo,. 

L'expression  de  cet  angle,  donnée  par  la  formule  (19),  est  due  à 
M.  Bertrand,  qui  en  a  déduit  le  théorème  suivant  : 

Théoriîbie  XXX.  —  Si  en  un  point  A,  pris  sur  une  surface,  on  mène 
une  normale  AZ,  puis  que,  par  le  point  A,  on  fasse  passer  sur  la  sur- 
face deux  lignes  perpendiculaires  sur  lesquelles  on  prenne  des  lon- 
gueurs infiniment  petites  égales  kV>,  AC,  la  normale  au  point  W  fera, 
avec  le  plan  ZAB,  u?i  angle  égal  à  celui  que  la  normale  au  point  C  fera 
avec  le  plan  ZAC  ;  en  outre,  les  deux  normales  seront  toutes  deux  dans 
l'intérieur  de  l'angle  dièdre  des  plans  ZAB,  ZAC,  ou  toutes  deux  en 
dehors  de  cet  angle  [']. 

Nous  retrouverons  plus  loin  le  même  théorème. 

On  arrive  directement  à  la  formule  (19)  de  la  manière  suivaiile  : 

,   ,  ,,,(/,?        ,      , 

5  étant  égal  a    -  ,  calculons  op. 

On  a  {fig.  9),  (p.  i/,o), 

aire/;^/;  =  aire/joy;  -  ^ivepoj'^  , 

[*]  Journal  de  Mathématiques,  (.IX,  i'^  série. 
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ou 

oj  [  X  oj'„  =  op.ofl  cosa  —  op.ojl  sina, 

(ju'on  peut  écrire 

I    cosa         sina 


Of      = ,      of. 


sins 


on  a  donc 


sinxcosa  sinacosa  i 

R^  R^        ~  2  \R,        R, 


143 


-      S1U2«, 


op  H,  R, 

qui  donne  l'expression  déjà  trouvée  pour  5. 

Supposons  que  la  directrice  de  la  normalie  sur  (S)  soit  une  asvmpto- 


r 

?  i 

r 


tique;  la  droite  auxiliaire  relative  au  point  o  est  parallèle  à  G,  et  l'on 

a  {//g.  10) 

d'où 


(20)  op  =  \R,  Rj. 

op,  dans  le  cas  actuel,  est  le  paramètre  de  distribution  de  la  normalie. 
Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Théorème  XXXI.  —  Le  paramètre  de  distribution  des  plans  tan- 
gents à  une  normalie  dont  la  directrice  est  une  ligne  asjmptotique 
est  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  rajons  de  courbure  prin- 
cipaux. (OssiAN  Bonnet  ['J). 


[*J  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  (Journal  de  V Ecole  Polytechnique, 
Sa'  cahier). 
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Nous  voyons  aussi  {fig.  lo)  que  le  point  o  est  le  point  central  sur  G; 
par  suite  : 

Théorème  XXXU  .  —  Lorsquime  ligne  asjmplotiqtie  est  directrice 
d'une  normalie,  elle  est  la  ligne  de  striction  de  cette  surface. 

La  relation  (20),  qui  existe  lorsque  la  directrice  de  la  normalie  est 
une  ligne  asymptotique,  est  applicable  à  une  surface  gauche  quel- 
conque lorsque  l'on  prend  pour  directrice  une  génératrice  même  de 
la  surface.  Mais,  pour  une  surface  gauche,  op  ou- — ^  (p.  120)  est 

l'abscisse  à  l'origine  de  la  droite  auxiliaire  de  cette  surface  relative  au 
point  o. 

Nous  voyons  donc  : 

Théorème  XXXIIL  —  La  droite  auxiliaire  d'une  surface  gauche 
ijuelconque,  relative  à  lui  point  o  d'une  génératrice  G  de  cette  surface, 
rencontre  lu  perpendiculaire  élevée  du  point  o  àG  en  un  point  p,  dont  la 
distance  à  o  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  rayons  de  courbure 
principaux  de  la  surface  gauche  en  o.  (De  la.  Gournerie)  [*]. 

D'après  cela,  on  déterminera  la  moyenne  proportionnelle  entre  les 
rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  e  de  la  génératrice  G  d'une 
surface  gauche,  en  construisant  la  droite  auxiliaire  relative  à  ce  point 
et  en  prenant  l'abscisse  à  l'origine  de  cette  droite. 

On  joint  [fig.  xi)  le  point  e  au  point  c',  qui  a  été  obtenu  à  l'aide 
du  point  central  c  et  du  paramètre  ce' ;  la  perpendicidaire  c' e'  à  la 


droite  ec'  coupe  la  perpendiculaire  ee'  à  G  au  point  e',  extrémité  du 
segment  ec'  qu'il  fallait  déterminer.  En  appelant  j  la  distance  ec  el  k 

[*]   Traité  de  Géométrie  descriptive,  3"  partie,  p.  44- 
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le  pHiaiuelre,  on  a 


ee         ec 
ce         ce' 


d'où 

^e'        ou        y/R7R:=    ll±±    [•]; 

au  point  central  c,  on  a  simplement  k. 

Au  point  /,  OH  le  plan  tangent  eu  e  à  la  surlace  gauche  est  normal  à 
cette  svirface,  le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  est  égal 
au  carré  de  /7';  mais  //'  X  ee'  =  eP;  doue  : 

ruÉORÈMF  XXXIV.  —  ^u.T  points  e  et  i,  où  un  plan  est  tangent  et 
normal  à  une  surface  gauche,  le  produit  des  rajons  de  courbure  prin- 
cipaux est  égal  à  In  ijuatrième  puissance  de  la  distance  et  qui  sépare 
ces  points. 

Sur  Va  fig.  lo  (p.  i43),  nous  avons  trouvé  op  —  y/RiRj,  en  consi- 
dérant une  noriiialie  ayant  pour  directrice  une  asymptolique  de  (S); 
mais,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  op  est  aussi  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  uormalie. 

Donc  : 

Théorème  XXXV.  —  Lorsque  la  directrice  d'une  nonnalie  est  une 
ligne  asjmptotique  d'une  surface,  le  produit  des  rajons  de  courbure 
jjrincipaux  de  cette  uormalie  en  chaque  point  de  celte  directrice  est 
égal  au  produit  analogue  pour  la  surjace  au  même  point. 

Prenons  pour  directrice  d'une  normalie  une  géodésique;  cette  courbe 
a  alors  en  chacun  de  ses  points  son  |)lan  osculateiir  normal  a  (S). 

L'abscisse  à  l'origine  de  la  droite  auxiliaire  de  cette  normalie,  rela- 
tive au  pied  o  de  la  normale  G,  est  égale,  comme  nous  le  savons, 


tangX 

oo,  est  l'arc  infiniment  petit  de  la  géodésique;  X  n'est  autre  que 
l'angle  de  deux  plans  osculaleurs  de  cette  courbe,  infininient  voisins. 

'—>  dans  le  cas  actuel,  représente  donc  le  rayon  de  seconde  cour- 

tangX  '  •' 

bure  de  la  géodésique. 

[*]  Lamablk  :  EjpoSf-  géoDiérritjiie  du  calcul  diffétenticl  et  du  calcul  i/itégral,  p.  498. 
Tome  XVH  (i"  série}.  —  Mai  i.S'^î  I  Q 
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En  appelant  r  ce  rayon,  il  est  égal  à  op;  le  rayon  de  courbure  est 
égal  à  on.  Ces  deux  rayons  [fig.  12)  sont  liés  par  la  relation 

;•  =  p  Xungonp  =  p  tangq;, 

9  étant  l'angle  que  le  plan  central  l'ait  avec  la  directrice  de  la  nor- 
inalie,  c'est-à-dire  l'angle  de  cette  directrice  avec  sa  direction  con- 
juguée. 


Supposons  tracée  sur  le  plan  tangent  en  o  l'indicatrice  en  ce  point 
et  le  rayon  vecteur  om  [Jig.  i3)  tangent  à  la  géodésique.  L'angle  9  que 
ce  rayon  fait  avec  sa  direction  conjuguée  est  égal  à  tmo.  On  a 


p  =  ),  om^  ; 


donc 


•■  =  f 


"k  tangcp 


d'où 


donc 


oin  X  ot 


\' 


Théorème  XXXVL  —  Le  triangle  oint  rectangle  en  o,  dont  le 
côté  om  est  tangent  en  o  à  une  géodésique  tracée  sur  [S],  dont  l'hjpo- 
ténuse  mt  est  tangente  en  m  à  l'indicatrice  relative  au  point  o,  a  son 
aire  proportionnelle  au  rayon  de  seconde  courbure  de  cette  géodésique. 

Si  la  directrice  de  la  normaiie  tracée  sur  (S)  est  quelconque,  on  a 
le  théorème  suivant  : 

Théorème  XXXVTL  —  L'aire  du  triangle  omt ,  construit  comme 
dans  l'énoncé  précédent,  est  proportionnelle  à  la  racine  du  produit  des 
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rajons  de  courbure  principaux  en  o  de  la  Tiornwlie  qui  n  pour  directrice 
une  courbe  tangente  en  o  à  om. 

Cherchons  à  iiiler()réter  la  formule  (9),  lorsqu'il  s'agit  de  nor- 
mal ies  : 

Soient  toujours  o  et  o,  deux  points  infiniment  voisins  de  la  directrice 
dune  normalie  à  (S),  oo^  est  conjugué  de  la  direction  de  la  perpendi- 
culaire commune  aux  normales  G  et  G,  à  (S),  issues  des  points  o  et  o,. 
Projetotjs  (S)  sur  un  |)lan  per|)endicnlaire  à  cette  dernière  direction. 
Le  cylindre  projetant  touche  (S)  suivant  une  courbe  rpii  contient  o  et  o,, 
et  la  ligne  de  contour  apparent  de  (S)  sur  notre  |)lan  de  projection  est 
une  section  droite  de  ce  cylindre. 

Appelons  G'  et  G',  les  projections  des  normales  G  et  G,  ;  ces  droites 
sont  des  normales,  infiniment  voisines,  du  contour  apparent  de  (S)  sur 
le  plan  de  projection  :  elles  se  coupent  alors  au  centre  de  courbure  de 
cette  courbe.  Mais  ce  centre  de  courbure  est  la  projection  du  point 
central  de  la  normalie  :  nous  voyons  donc  que  la  longueur  /  est  le  ravon 
de  courbure  de  la  courbe  de  contour  apparent  de  (S).  On  voit  de  inéuie 
que  /,  et  L  sont  égales  aux  rayons  de  courbure  principaux  de  (S). 

La  formule  (g),  que  nous  écrirons  /  =  R,  cos"  w  +  Rj  sin^w, 
exprime  donc  le  rayon  de  courbure  du  contour  apparent  d'une  sur- 
face en  fonction  des  rayons  de  courbure  principaux  [*]. 

On  déduit  de  cette  dernière  formule  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XXXVIIL  —  l.a  somme  des  rayons  de  courbure  des  con- 
tours apparents  d'une  surface  sur  deux  plans  rectangulaires  entre  eux- 
et  perpendiculaires  à  un  plan  tangent  fixe  de  cette  surface  est  con- 
stante, tjuels  (pie  soient  les  plans  rectangulaires  sur  lesquels  on  effectue 
les  projections. 

Occupons-nous  maintenant  de  l'angle  des  deux  norn)ales  infiniment 
voisines  G  et  G,.  Désignons  loujoius  par  o  et  o,  les  pieds  de  ces  nor- 
males; par  c  le  point  central  Siir  G  de  la  normalie  à  (S),  dont  oOf  est  la 


[*]  Je  suis  déjà  arrivé  à  cette  relation  dans  mon  Mémoire  sur  la  transformation  par 
polaires  réciproques  des  propriétés  relatives  aux  rayons  de  courbure.  [Journal  de 
Mathématiques,  i^  série,  t.  XI.) 
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directrice,  et  par  y  l'angle  que  oo,  fait  avec  le  plan  central  ou  avec  sa 
direction  conjuguée. 

FiG.  14. 


0  V  I 


Appelons  dp  la  plus  courte  distance  de  G  et  G,,  ch  l'angle  de  ces 
droites,  k  le  paramètre  de  distribution  de  la  normalie,  et  j  la  dis- 
tance oc,  on  a  [Jig.  i/j) 


tangy 


A  ' 


on  a  donc 


Y  da 


oOf  étant  perpendiculaire  k  G,  dp  ^=  00,  cosç;  par  suite 


(21) 


dG  = 


00,  SlDlf  OOi 

y      ~  oc' 


ds   .. 


en  remplaçant  oOi  par  ds  il  vient  rfa  =  -7  ['] 


[*]  Il  résulte  de  cette  formule  da  =  — ;  que)  lorsqu'une  droite  G  .se  iléptace  en  res- 
tant normale  à  la  trajectoire  d'un  de  ses  points,  les  arcs  parcourus  par  tes  différents 
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L'expression  de  de  peut  être  mise  sous  la  forme  connue;  on  a  en 


effet 


of\  '  of,  ■■ 


1  cos'a        sin'x 


par  suite 


.  I  ,        /cos'a        sin'a 

[22)  da  =  ds)^-^-^-^. 


On  a  encore 


OP' 


et  si   la  directrice  de  la  normalie  est  une  géodésique  dont  les  deux 
rayons  de  courbiire  sont  p  et  r,  il  vient 


[23)  dc  =  ds^^^  +  ^,. 


ds 


En    rapprochant    la   formule   da  =  —  de   celle   déjà    employée 


dO  =  — >  on  voit  que 

op  ' 


d9        oc' 

—  =  —  —  COS9; 

da  op  ' 


de  là  la  propriété  suivante  : 

Théorème  XXXIX.  —  L'angle  de  deux  normales  à  (S)  issues  des 
points  infiniment  voisins  o,  o,  est  égal  à  l'angle  des  plans  normaux  qui 
contiennent  ces  deux  points  divisés  par  le  cosinus  de  l'angle  que 
fait  o,  0,  avec  sa  direction  conjuguée. 


/joinls  de  ceUe  droite  sont  entre  eu.i:  comme  les  distances  de  ces  points  h  l'extrémité  de 
In  perpendiculaire  à  G,  menée  du  point  central  de  la  surface  engendrée  par  cette 
droite,  perpendiculaire  dont  la  longueur  est  celle  du  paramètre  de  distribution  des 
plans  tangents  à  cette  surface. 


i5o 


dfi 
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-j-ou  —7  est  ce  que  M.  Gilbert  appelle  la  flexion  de  (S  j  suivant  oo^  [']. 

La  relation  (22J  donne  l'expression  de  la  flexion  suivant  une  certaine 
direction  en  fonction  des  valeurs  extrêmes  de  celte  flexion. 

Si  la  surface  donnée  (S)  est  une  surface  développable,  l'un  des 
rayons  de  courbure  principaux  est  infini  et  la  droite  auxiliaire  pour 
une  normale  quelconque  est  alors  perpendiculaire  à  o/^  .  On  voit 
donc  ; 

Théorème  XL.  —  Quelles  que  soient  les  courbes  tracées  à  partir 
d'un  point  o  sur  une  surjace  ciëi'eloppable,  les  norinalies  correspon- 
dantes auront  pour  point  central  sur  la  normale  en  o  le  centre  de 
courbure  principal  de  la  développable. 

L'enveloppe  des  droites  auxiliaires  correspondant  à  toutes  ces  nor- 
nialies  est,  sur  un  nièaie  plan  mené  par  G,  une  parabole  dont  le  foyer 
est  en  o  et  dont  la  tangente  au  sommet  est  la  perpendiculaire ^^ /'., 
à  G.  Toutes  ces  normalies  ont  même  plan  central,  puisqu'elles  ont 
même  plan  tangent  au  point  qui  est  à  l'infini  sur  G.  Ce  plan  central 
commun  esl  le  plan  normal  à  la  développable  mené  par  la  généra- 
trice qui  passe  au  point  o. 


Si  la  courbe  tracée  sur  la  surface  développable  est  une  ligne  géodé- 
sique,  la  normalie  correspondante  est  le  lieu  des  normales  principales 
de  cette  courbe.  Mais  une  courbe  gauche  quelconque  étant  toujours 


f*]  Mémoire  sur  la   théorie  générale  dfs  lignes  tracées  sur  une  surface  quelconque 
{^Mémoires  de  l'Académie  de  Belgique,  t.  XXXVII.  1 
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mie  géodésique  de  la  développable  enveloppe  de  ces  plans  reclifiants, 
il  nous  suffit  pour  étudier  la  surFace,  lieu  des  normales  principales 
'l'une  courbe  gauclie,  de  considérer  la  nornialie  à  une  développable 
ayant  pour  directrice  une  géodésique  de  celte  surface. 

Si  nous  nous  plaçons  dans  ce  cas  [fig.  i5),  on  est  le  rayon  de  pre- 
mière courbure  de  la  géodésique  et  l'on  a  pour  l'angle  de  deu.x  nor- 
males infiniment  voisines  de  cette  courbe  da  —  dsi/—  -+-  --On  voit 

V  p'      /■■' 

aussi   que  l'on  obtient   le  |Joint  central  y^  sur  une  normale  G  de  la 
courbe  gauche  en  portant  on  égal  à  p  sur  cette  normale^  op  égal  à  r  sur 
la  perpendiculaire  élevée  du  point  o  à  G  et  en  projetant  en^j  sur  G  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o  sur  np. 
La  distance  oj^  est  égale  à 


p 


Le  paramétre  de  distribution  y^yô  est  égal  à 


Le  plan  central  fait  avec  le  plan  tangent  à  la  normalie  en  o,  c'est-à- 
dire  avec  le  plan  osculateur  de  la  courbe  gauche,  l'angle  pojl  dont  la 

tangente  est  égale  à  -•  Mais  le  plan  central,  d'après  ce  que  nous  venons 

de  dire,  contient  la  génératrice  de  la  développable  qui  passe  en  o,  et 
cette  droite  n'est  autre  que  la  droite  rectifiante  de  Lancret;  nous 
voyons  donc  que  la  droite  rectifiante  d'une  courbe  gauche  J ait  avec 

cette  courbe  un  angle  dont  la  tangente  est  -•  Ajoutons,  comme  il  est 

facile  de  le  voir,  que  le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  de 
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la  surface  lieu  des  normales  principales  d'une  courbe  gauche  au  centre 

de  courbure  de  cette  courbe  est  égale  à  -,  et  que  le  produit  des  rayons 

de  courbure  principaux  en  o  et  n  est  p*  (Théorème  XXXIV)  [*]. 
On  voit  tout  de  suite  sur  la  figure  qu'entre  p,  r,  k  on  a  la  relation 


Avant  d'étudier  ce  qui  concerne  deux  normalies  considérées  simulta- 
nément, je  vais  rappeler  tout  ce  que  la^^g-  '6  contient  comme  repré- 
sentation géométrique  d'éléments  relatifs  à  la  coiu'bure  d'une  surface. 


G  est  la  normale  au  point  o  à  une  surface  {S),J',,j2  sont  les  centres 
de  courbure  principaux  de  cette  surface;  la  circonférence  décrite  sur 
y,  y,  comme  diamètre  est  caractéristique  du  pinceau  des  normales  infi- 
niment voisines  de  G;  une  normalie,  dont  le  point  central  est  c  et  le 
paramètre  ce',  a  pour  droite  auxiliaire  relative  au  point  o  la  perpendi- 
culaire np  menée  du  pointe'  à  oc'. 

n  est  le  centre  de  courbure  de  la  section  déterminée  dans  (S)  par  le 
plan  normal  à  cette  surface,  mené  tangentiellement  en  o  à  la  directrice 
de  la  normalie  dont  np  est  la  droite  auxiliaire. 

L'angle  de  la  normale  G  et  de  la  normale  infiniment  voisuie,  qui 

est  une  génératrice  de  cette  normalie,  est  égal  à  —,■ 


[*]  Catalan  :  Recherches  sur  les  surfaces  gauches. 
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A  représente  ce  que  M.  Gilbert  a  appelé  hjlexion  de  (S)  suivant 

l'arc  (is. 

—  est  l'expression  de  l'angle  que  M.  Bertrand  a  considéré  le  pre- 

niier  et  qui  n'est  autre  que  l'angle  de  deux  plans  normaux  de  (S)  qui 
passent  par  deux  points  infiniment  voisins. 

Par  rapport  à  la  directrice  de  la  normalie  :  —  représente  ce  que 

M.  Picart  a  appelé  la  torsion  geodcsiqne  [*]. 

op  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  rayons  de  courbure 
principaux  de  (S)  en  o. 

Par  rapport  à  la  directrice  de  la  normalie  op  représente  aussi  ce  que 
M.  de  la  Gournerie  a  appelé  paramètre  de  déviation  [*']. 

poc'  est  l'angle  de  la  directrice  de  la  normalie  et  de  sa  direction 
conjuguée. 

Si  l'on  considère  la  géodésique  tangente  à  la  directrice  de  la  nor- 
malie, on  est  le  rayon  de  première  courbure  de  cette  courbe  et  op  le 
rayon  de  seconde  courbure. 

Proprie'te's  relatives  à  des  normnlies  considérées  simultanément. 

Soient  toujours  G  {fig.  17)  la  normale  en  0  d'une  surface  (S), /,  et/, 
les  centres  de  courbure  principaux. 

Considérons  toutes  les  normalies  à  (S)  qui  contiennent  G  et  pre- 
nons/2 pour  origine  des  droites  auxiliaires  de  ces  surfaces. 

Ces  droites  auxiliaires  passent  tontes  par/,.  Traçons  les  deux  droites 
auxiliaires  /  c', /e'.  Les  surfaces  correspondantes  auront  des  plans 
centraux,  faisant  avec  le  plan  focal  en/o  des  angles  qui  sont  x/^c' 
jcj^e';  ces  plans  centraux  font  donc  entre  eux  l'angle  e'  f'^c' .  Nous 
voyons  donc  que  : 

Théorème  XLT.  —  L'angle,  sous  lequel  on  voit  d'un  point  de  la 
circonférence  C  l'arc  compris  entre  les  points  c'  et  e',  qui  se  projettent 

[*]  Essai  d'une  théorie  géométrique  des  surfaces  (Tliùsc). 
[**]    Traité  de  géométrie  descriptive,  3°  partie. 

Tome  XVll  (i"  série).  —  Mai  187a.  20 
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sur  G  niuv  points  centraux  de  deux  nnrmalies,  est  égal  à  l'angle  que 
font  entre  eux  les  plans  centraux  de  ces  surjaccs. 

Les  plans  tangents  en  o  à  nos  deux  normalies  font  avec  le  plan  focal 
eiiy,  des  angles  qui  sont  j\c' o^  f^e'o.  Par  suite  ils  font  entre  eux  un 


Fie.   17. 
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angle  dont  la  mesure  est  la  moitié  de  l'arc  dg.  Cet  angle  n'est  autre 
que  l'angle  des  directrices  des  normalies.  On  voit  donc  que  : 

Théorème  XLIL  —  L'angle  des  directrices  des  normalies  en  o  est 
r angle  sous  lequel  on  voit,  d' un  point  de  la  circonférence  C,  l'arc  gd 
compris  entre  les  points  où  les  droites  oc',  oe',  coupent  C. 

En  joignant  le  point  o  de  G  aux  points  c',  e'  on  déterminera,  comme 
nous  venons  de  le  dire,  l'angle  que  font  entre  eux  les  plans  tangents 
aux  deux  normalies  au  point  o. 

Les  valeurs  extrêmes  de  cet  angle  correspondent  aux  valeurs  extrêmes 
de  e'oc',  et  celles-ci  s'obtiennent  en  prenant,  pour  sommet  des  angles 
tels  que  e'oc',  les  points  où  G  est  touché  par  des  circonférences 
passant  par  les  points  c'  et  e'. 

La  droite  e'  c'  coupe  évidemment  G  au  point  pour  lequel  les  plans 
tangents  aux  normalies  font  entre  eux  un  angle  égal  à  celui  que  font 
entre  eux  les  plans  centraux  de  ces  surfaces. 

Prenons  le  point  de  rencontre  u  Ae  fc'  avecj,  e'.  Ce  point  projeté 
en  t  sur  G  donne  le  point  où  le  plan  central  de  la  normalie  dont  le 
point  central  est  e  touche  la  normalie  dont  le  point  central  est  c. 
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Mais  si  l'on  prolonge  f^e'  jusqu'à  sa  rencontre  a\ec/,c'  on  obtient 
le  point  V  qui  se  projette  au  même  point  e  puisque  les  angles/,  £'^2 
ety,  e'Ji  sont  droits.  Donc  : 

Théorème  XLIII.  —  Deux  normaties  quelconques  sont  toujours  telles 
que  le  plan  central  de  l'une  touche  l'autre  au  point  où  le  plan  central 
de  celle-ci  touche  la  première. 

Considérons  la  surface  parallèle  à  (S)  qui  passe  par  t.  Supposons 
qu'on  prenne  pour  directrices  de  nos  deux  normalies  les  traces  de  ces 
surfaces  sur  cette  surface  parallèle  à  (S)  :  je  dis  qu'en  t  ces  directrices 
sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice  en  ce  point. 

Ceci  est  évident,  si  l'on  remarque  que  le  plan  tangent  on  t  à  l'une 
de  ces  normalies  est  le  plan  central  de  l'autre  (théorème  XXVII). 

D'après  cela,  si  l'on  prend  à  partir  d'un  point  t  la  directrice  d'une 
normalie  dont  la  droite  auxiliaire  est  y^c'  on  aura  la  droite  auxiliaire 
de  la  normalie  dont  la  directrice  est  conjuguée  de  la  directrice  de  la 
première,  en  opérant  de  la  manière  suivante: 

On  joint  le  point/o  (^/g.  17)  au  point  v  oùJ\c'  coupe  la  perpendi- 
culaire tUAG  :  cette  droite  rencontre  la  circonférence  C  en  un  point  e' 
qu'il  sufBt  de  joindre  à  y,  pour  avoir  la  droite  auxiliaire  demandée. 
Nous  désignerons  sous  le  nom  de  normalies  conjuguées  deux  nor- 
malies ayant  pour  directrices  deux  courbes  dont  les  tangentes  à  leur 
point  de  rencontre  sont  deux  tangentes  conjuguées. 

Reprenons  deux  normalies  quelconques  et  considérons  leurs  direc- 
trices sur  une  surface  (S)  passant  au  point  o  {Jig.  17).  Appelons  â 
l'angle  que  font  en  ce  point  ces  deux  directrices  :  cet  angle  est  égal 
à  de' g.  Appelons  y  l'angle  que  font  entre  eux  les  plans  centraux  des 
deux  normalies  :  cet  angle  est  égal  à  e' de' .  Dans  le  triangle  ode' 
ou  a  : 

oe'        siny 
od        sin  S 


donc 

(24) 


orfx  oc'  —  R,R2, 


e  X  oc         siny 
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relation  entre  les  flexions  d'une  surface  suivant  deux  directions  arbi- 
traires [*]. 

Si  les  normalies  sont  conjuguées  on  a  simplement  oe'  ><  oc'  ^=  RiRîi 
comme  on  peut  le  voir  directement  sur  \Ajig-  i8. 

On  peut  interpréter  de  la  manière  suivante  la  relation  (24). 

Nous  savons  que  l'on  a 

ds  oc' 

da  étant  l'angle  des  deux  normales  à  la  surface  (S)  menées  des  extré- 
mités de  l'arc  ds.  On  a  de  même 

ds^         oe' 

La  relation  (24)  peut  donc  s'écrire  : 

l'î       j  7      ■ 

—  =:  ac7  X  07,  sni'/. 

IMenons  une  surface  parallèle  à  (S)  par  le  point  o'  de  G  {Jîg.  17). 
Cette  surface  est  rencontrée  par  les  deux  normalies  suivant  deux 
courbes  faisant  entre  elles  un  angle  â'.  Ou  a,  comme  précédemmenf, 
eu  employant  les  mêmes  notations  avec  des  accents 

ds'  X  di\  siii  0'  ,  ,         . 

r'.k;        ==^X^7,s.nv 

Les  quantités  qui  entrent  dans  le  second  membre  ne  changent  pas 
si  l'on  prend  les  mêmes  normales  infiniment  voisines  de  G.  On  a  donc  : 

ds  X  tls,  sin  0  Ri  R, 


ds' X  ds'^  sind'        R',R'j 

Mais  ds  X  ds,  sine?  est  le  double  de  l'aire  du  triangle  infiniment 
petit  qui  a  pour  côtés  ds  et  ds,.  On  voit  alors  que  le  rapport  des  aires 
des  triangles  infiniment  petits,  déterminés  par  les  directrices  des  deux 

[*]  Cette  relation  a  été  donnée  par  M.  Gilbert  {loc.  cit.). 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  1^7 

normalies  sur  (S)  et  (S')  est  constant,  quelles  que  soient  les  deux 
iiornialiesque  l'on  considère.  Si  l'on  trace  autour  du  point  o  une  courbe 
infiniuient  petite,  les  normales  à  (S)  issues  des  points  de  cette  courbe 
détermineront  sur  (S')  une  courbe  infiniment  petite  autour  de  o',  et 
nous  voyons,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  les  aires  de  ces 
deux  courbes  sont  entre  elles  comme  les  produits  des  distances  des 
points  0  et  o'  aux  foyers  du  rayon  G.  Ceci  s'étend  évidemment  à  un  pin- 
ceau quelconque;  nous  pouvons  donc  dire,  en  remplaçant  (S)  et  (S') 
simplement  par  des  plans  perpendiculaires  à  G,  que  : 

TniioRÈjiE  XLIV.  —  Les  aiiea  des  sections  faites  dans  un  pinceau 
par  deux  plans  perpendiculaires  au  rayon  sont  entre  elles  comme  les 
prvduits  des  distances  de  ces  plans  aux  foyers  du  rayon.  (Ku.mmer.) 
Voici  maintenant  quelques  propriétés  des  normalies  conjuguées; 
j'appellerai,  avec  M.  Lamarle,  distance  centrale  d'une  normalie  la 
dislance  comprise  sur  une  normale  entre  le  point  central  et  le  pied  de 
cette  normale.  En  faisant  usage  de  cette  expression,  j'énoncerai  le 
théorème  suivant: 

TiiÉoRiMu  XLV.  —  Le  produit  du  rayon  de  courbure  de  la  section 
Jiorniale  à  (S)  qui  est  tangente  à  la  directrice  d'une  normalie  par  la 
distance  centrale  de  la  normalie  conjuguée  est  égal  au  produit  des 
rajons  de  courbure  principaux.  (Lamarle.) 

J^^'  [fis-  18)  étant  la  droite  auxiliaire  d'une  normalie,/;  c'est  la  droite 
auxiliaire  de  la  normalie  conjuguée  en  o. 

Les  droites  oc',  oé  étant  également  inclinées  sur/,/.,  les  triangles 
rectangles oHc',  oe'e  sont  semblables;  ils  donnent: 


d'où 

on  X  oe  =  oc'  x  oe'  =  R, K.- 
Don c 

on  X  oe  =  R,Rn, 

ce  qui  exprime  le  théorème  à  démontrer  [*]. 


[*]  La  démonstration  de  ce  ilicorèiiie,  à  l'aide  de  l'indicatrice,  est  très-simple  aussi, 
si  l'on  se  reporte  à  la  remarque  qui  a  permis  d'iaterpréler  géométriquement  la  rela- 
tion (9). 
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Joignons  le  point  c'  au  point  e';  appelons  t  le  point  de  rencontre  de 
cette  droite  avec  G;  les  points  coe^  forment  une  division  harmonique; 
on  a  alors 


Mais  le  point  t  est  fixe  quelle  que  soit  la  direction  de^,  c'.  Donc  : 

Théorème  XLVI.  —  La  somme  des  inverses  des  distances  centrales 

de  deux  normalies  conjuguées  autour  d'un  même  point  est  constante, 

f JOACHIMSTHAL   \*~\.) 


I 


On  voit  tout  de  suite  sur  la^^g-  i^^  l'exactitude  du  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  XLVII.  —  Les  paramètres  de  distribution  de  deux  nor- 
malies conjuguées  sont  entre  eux  comme  les  distances  centrales  de  ces 
normalies ,  et  leurs  carrés  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  rajons 
de  courbure  principaux  de  ces  surfaces  au  point  o. 

Au  lieu  de  prendre  des  droites  auxiliaires  relatives  au  point^o,  on 
peut  prendre  pour  origine  le  point  o  lui-même.  On  trouve  alors  que 
les  droites  auxiliaires  qui  correspondent  à  deux  normalies  conjuguées 
sont  également  inclinées  sur  G. 

Prenons  l'y/g-.  19)  le  point  o  pour  origine  afin  d'étudier  deux  nor- 
malies rectangulaires  en  ce  point. 

[*J  Journal  de  Mathématiques,  1"  série,  t.  XtlI. 
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Soient  toujoursy,,  y.,  les  centres  de  courbure  principaux  de  (S)  sur  G. 
Le  plan  tangent  en  o  lait  avec  le  plan  tangent^, ,  pour  l'une  des  norma- 
lies,  l'angle  Jcoj]  ;  le  plan  tangent  en  o,  pour  l'autre  normalie,  fait 
alors,  avec  le  même  plan  tangent  en/,,  l'angle  xofl'  :  les  droites  oj,  et 
q/^  étant  perpendiculaires  entre  elles,  puisque  les  normalies  sont  rec- 
tangulaires. 

FiG.  19. 
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Les  droites  auxiliaires  des  deux  normalies  rectangulaires  sont  donc 
On  voit  tout  de  suite  sur  la  figure  que 


Donc 


R,       Rj 


Théorème  XLVIIL  —  En  un  point  o  d'une  surface,  deux  sections 
normales  perpendiculaires  entre  elles  ont  la  somme  de  leur  courbure 
constante. 

On  voit  aussi  que  op  =  op' .  Cette  relation  donne  le  théorème  de 
M.  Bertrand,  page  i[\2,  ainsi  que  le  théorème  suivant  : 

Théobème  XLIX.  —  Pour  deux  normalies  rectangulaires  en  o, 
le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  de  ces  surjaces  est  le 
même  en  ce  point. 

En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  que  nous  avons  obtenu  au  théo- 
rème XXXV,  nous  voyons  qu'on  peut  dire  : 

Théorème  L.  —  Les  lignes  asjmptotiques  d'une  surface  (S)  et 
leurs  trajectoires  orthogonales  sont  les  directrices  de  normalies  ayant 
en  chaque  point  de  (S)  le  produit  de  leurs  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux égal  au  produit  analogue  pour  (S). 
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On  peut  aussi  étudier  les  normalies  rectangulaires  en  o  en  prenant 
[fig.  20)  le  point /o  pour  origine.  Pour  obtenir  alors  les  droites  auxi- 
liaires de  deux  normalies  rectangulaires,  on  mène  im  diamètre  de  C; 
on  joint  les  extrémités  de  ce  diamètre  au  point  o;  ces  droites  cou- 
pent C  aux  points  c',  e';  enfin  on  joint  ces  deux  points  au  point /,. 

On  obtient  les  droites  auxiliaires  de  deux  normalies  dont  les  plans 
centraux  sont  rectangulaires,  en  joignant^,  aux  extrémités  d'un  dia- 
mètre de  C.  Les  tangentes  en  o  aux  directrices  de  ces  normalies  sont 
les  lignes  allant  de  ce  point  aux  points  de  contact  avec  l'indicatrice 
en  o  de  deux  tan£fentes  rectangulaires  entre  elles. 


Si  l'on  marche  dans  deux  directions  ainsi  déterminées,  on  voit  tout 
de  suite,  sur  l^Jig.  20,  que  la  somme  des  inverses  des  carrés  desjlexions 
de  (S)  est  constante. 

Je  n'énumérerai  pas  un  plus  grand  nombre  de  propriétés  des  nor- 
malies; celles  que  j'ai  fait  connaître  montrent  assez  avec  quelle  faci- 
lité ces  propriétés  découlent  de  la  considération  de  la  circonférence 
caractéristique  d'un  pinceau  de  normales.  Un  tel  pinceau  est  déter- 
miné, lorsqu'on  connaît  les  normales  élevées  des  foyers  aux  surfaces 
focales;  ces  deux  droites  suffisent  donc  pour  déterminer  géométri- 
quement tous  les  éléments  relatifs  à  la  courbure  d'une  surface;  elles 
tiennent  lieu  de  Vimlicatrice  de  jNL  Dupin. 

Nous  ne  doutons  pas  qu'en  leur  adjoignant  de  nouvelles  droites  on 
n'arrive  à  la  représentation  d'éléments  d'ordre  supérieur. 
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NOTE. 


Je  vais  démontrer  le  théorème  sur  lequel  je  m'appuie  page  121  afin 
de  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur  tout  ce  qu'il  lui  est  nécessaire  de 
connaître  pour  suivre  mon  exposition  et  pour  lui  permettre  de  bien 
voir  que  ma  théorie  géométrique  de  la  courbure  des  surfaces  a  pour 
base  des  propriétés  tout  à  fait  élémentaires. 

Considérons  le  segment  ab  d'une  droite  D;  assujettissons  les  points 
a  et  b  'a  parcourir  deux  courbes  données  («),  [b).  Le  déplacement  de 
a  b  est  ainsi  bien  défini;  lorsqu'on  considère  seulement  le  déplace- 
ment infiniment  petit,  on  sait  qu'il  peut  être  obtenu,  et  cela  est  très- 
facile  à  voir,  au  moyen  d'une  rotation  autour  de  la  droite  A  intersec- 
tion des  plans  normaux  à  {a),  (i)qui  sont  menés  des  points  a  et  b. 

Un  point  c  quelconque  de  D  décrit  pendant  le  déplacement  de  cette 
droite  une  trajectoire  dont  le  plan  normal  passe  A.  On  peut  alors 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  LL  —  Les  plans  normaux  aux  trajectoires  de  tous  les 
points  d'une  droite  D  se  coupent  suii>ant  une  même  droite  A. 

A  est  la  droite  conjuguée  de  D;  nous  verrons  tout  à  l'heure  pourquoi 
M.  Chasles  a  ainsi  désigné  cette  droite  [*].  Considérons  maintenant  une 
droite  D  et  quatre  points  a,  b,  c,  e  sur  cette  droite;  supposons  que 
l'on  déplace  la  droite  D  de  façon  que  les  points  a,  b^  c,  e  restent  sur 
quatre  surfaces  directrices  (A),  (B),  (C),  (E).  D  engendrera  alors  une 
surface  réglée;  pour  un  déplacement  infiniment  petit  elle  aura  une 
certaine  conjuguée  A.  Cette  droite,  d'après  le  théorème  précédent,  doit 
rencontrer  les  normales  A,  B,  C,  E  aux  quatre  surfaces  directrices  qui 
sont  issues  des  points  a,  b,  c,  e;  elle  est  donc  déterminée.  Au  moyen 
de  A  on  a  tout  de  suite  la  tangente  à  la  trajectoire  d'un  point  quel- 
conque de  D. 

Si  nous  prenons  trois  points,  a,  b,  c  sur  D,  lorsque  l'on  assujettira 

[*]  Propriétés  gêoinétrir/ues  da  iiwin'cmcnt  infiniment  petit  d'un  corps  solide  libre 
dans  l'espace.  [Comptes  rendus,  i843.) 

Tome  XVII    a"  série). —  Mai  1873.  21 
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ces  trois  points  à  rester  sur  les  trois  surfaces  (A)  (B)  (C),  cette  droite  D 
pourra,  à  partir  de  la  position  qu'elle  occupe,  décrire  une  infinité  de 
surfaces  réglées. 

Les  trajectoires  d'un  point  i  de  D  pour  tous  les  déplacements  qu'on 
peut  donner  à  cette  droite  appartiennent  à  la  surface  trajectoire  (I) 
du  point  i.  La  normale  I  menée  du  point  i  à  cette  surface  est  normale 
à  toutes  les  trajectoires  du  point  i;  elle  doit  donc  rencontrer  toutes 
les  conjuguées  de  D  relatives  à  tous  les  déplacements  de  cette  droite. 
Mais  ces  conjuguées  sont  les  lignes  qui  rencontrent  les  trois  normales 
A,  B,  C  et  qui  forment  alors  un  hyperboloïde,  la  droite  I  qui  les  ren- 
contre toutes  est  la  génératrice  de  cet  hyperboloïde  qui  passe  par  le 
point  i. 

Nous  avons  ainsi  démontré  ce  théorème  déjà  énoncé  : 

Théorème  LIL  —  Les  normales  aiix  surfaces  trajectoires  de  tous  les 
points  d'une  droite  appartiennent  à  un  hjperboloïde. 

Je  retrouverai  tout  à  l'heure  une  autre  démonstration  de  ce  même 
théorème  lorsque  j'aurai  établi  le  théorème  relatif  aux  normales  aux 
surfaces  trajectoires  de  tous  les  points  d'une  figure  de  forme  inva- 
riable. 

Pourarriverà  ce  théorème,  on  établit  d'abord  ce  lemraebien  simple: 

Théorème  LIIL  —  Lorsqu'une  droite  est  nonnale  à  la  trajectoire 
d'un  de  ses  points,  elle  est  normale  aux  trajectoires  de  tous  ses  points. 

De  ce  lemme  résultent  les  propriétés  suivantes  : 

Théorème  LIV.  —  Les  plans  normaux  aux  trajectoires  de  tous  les 
points  d'un  plan  passent  par  un  même  point  de  ce  plan. 

Considérons  en  effet  un  plan  (P)  dont  le  déplacement  est  défini 
ainsi  :  a,  point  de  ce  plan,  décrit  une  trajectoire  (a);  b,  autre  point  du 
plan  (P),  décrit  une  trajectoire  {b);  enfin  un  troisième  point  (c)  se 
déplace  sur  une  surface  (C).  Les  plans  normaux  en  a  et  i  ont  pour 
traces  sur  (P)  des  droites  qui  se  coupent  en^.  Chacune  des  droites  a/, 
bf,  étant  normales  à  la  trajectoire  d'un  de  leurs  points,  jouit,  en 
vertu  du  théorème  précédent,  de  la  même  propriété  pour  tous  ses 
points,  le  point /^  qui  appartient  à  chacune  d'elles,  décrit  donc  un 
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élément  perpendiculaire  à  chacune  de  ces  droites  et  par  suite  perpen- 
diculaire au  plan  (P).  En  traçant  du  point  /  une  droite  quelconque 
sur  le  plan  (P),  on  aura  une  droite  à  laquelle  on  pourra  appliquer  le 
Icmmc  précédent  et  qui  est  alors  la  trace  sur  le  plan  (P)  du  plan 
normal  relatif  à  la  trajectoire  d'un  quelconque  de  ses  points. 

Le  pointy^est  donc  le  point  de  rencontre  des  plans  normaux  aux 
trajectoires  de  tous  les  points  du  plan  (P).  M.  Chasies  lui  a  donné  le 
nom  de  Jojer  du  plan  (P). 

Les  plans  normaux  relatifs  aux  trajectoires  des  points  «  et  è  se 
coupent,  d'après  ce  que  nous  savons,  suivant  la  conjuguée  A  de  la 
droite  D  qui  contient  ces  deux  points.  A  a  pour  trace  le  point/^sur  le 
plan  (P).  Si  l'on  imagine  un  autre  plan  passant  par  D  et  invariablement 
lié  au  plan  (P),  le  foyer  de  ce  plan  sera  aussi  sur  A;  donc  : 

Théorème  LV.  —  Quand  des  plans  passent  par  une  même  droite  Y), 
leurs  foyers  sont  sur  la  conjuguée  de  cette  droite. 

Nous  pouvons  énoncer  autrement  ce  résultat,  et  dire: 

Théorème  LVL  —  j4  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une 
Jigure  de  forme  i/wariable,  si  l'on  considère  parmi  toutes  les  normales 
aux  trajectoires  des  points  entraînés,  celle  qui  rencontre  une  droite  D, 
toutes  ces  droites  rencontrent  en  outre  une  deuxième  droite  A,  con- 
juguée de  la  première. 

Le  théorème  LV  peut  nous  conduire  à  une  autre  conséquence;  les 
plans  passant  par  D  sont  respectivement  normaux  aux  trajectoires  de 
leurs  foyers,  mais  ces  foyers  appartiennent  à  la  droite  A;  nous  voyons 
donc  que  les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  de  cette  droite 
passent  par  la  droite  D.  Les  droites  U  et  A  sont  donc  telles  que  les 
plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  de  l'une  passent  par  l'autre. 
C'est  en  raison  de  cette  dernière  propriété  que  M.  Chasies  a  désigné 
ces  droites  sous  le  nom  de  droites  conjuguées. 

Ces  deux  droites  sont  aussi  deux  axes  de  rotation  :  nous  avons  déjà 
vu  que  c'était  autour  de  A  qu'il  fallait  faire  tourner  D  pour  lui  im- 
primer un  déplacement  infiniment  petit.  D'après  ce  que  nous  venons 
de  dire,  c'est  autour  de  D  qu'il  faut  de  même  faire  tourner  A. 

Le  déplacement  d'un  plan  (P),  défini  comme  précédemment,  estassu- 

21.. 
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jetli  à  cinq  conditions;  mais  comme  le  déplacement  le  plus  général 
d'nn  plan  entraîne  celni  d'nne  fignre  de  forme  invariable  qni  lui  est 
liée,  nous  pouvons  dire  aussi  qu'il  faut  cinq  conditions  pour  définir 
le  déplacement  d'une  pareille  figure. 

Si  l'on  n'assujettit  une  figure  de  forme  invariable  qu'à  quatre  condi- 
tions, elle  pourra,  à  partir  de  la  position  qu'elle  occupe,  être  déplacée 
d'ime  infinité  de  manières. 

Pour  chacun  de  ces  déplacements,  les  points  décrivent  des  lignes 
trajectoires;  tous  ces  éléments  de  ligues  appartiennent  aux  surfaces 
trajectoires  des  points  de  la  figure. 

Je  dis  que  si,  à  un  instant  quelconque,  on  mène  les  normales  aux 
surfaces  trajectoires  des  points  de  la  figure  mobile,  toutes  ces  nor- 
males rencontreront  les  deux  mêmes  droites. 

Soient  a,  6,  t%  e  quatre  points  de  la  figure  mobile;  assujettissons  ces 
points  à  se  déplacer  sur  quatre  surfaces  (A),  (B),  (C),  (E).  Menons  les 
normales  A,  B,  C,  E  à  ces  surfaces,  issues  des  points  <7,  b,  c,  e.  Menons 
les  deux  droites  D  et  A  rencontrant  à  la  fois  ces  quatre  normales. 
Quel  que  soit  le  déplacement  de  la  figure,  les  droites  A,  B,  C,  E  sont 
des  normales  aux  trajectoires  des  points  rt,  Z»,  c,  e  qui  s'appuient  sur 
une  droite  D;  en  vertu  du  théorème  LVI  elles  rencontrent  la  conjuguée 
de  D.  A  est  donc  cette  conjuguée. 

Les  droites  conjuguées  D  et  A  sont  en  outre  deux  axes  de  rotation 
à  l'aide  desquels  on  peut  imprimer  à  la  figure  tous  les  déplacements 
compatibles  avec  les  données. 

Pour  un  point  quelconque  i  de  la  figure  mobile,  la  normale  à  la  sur- 
face trajectoire  de  ce  point  est  la  droite  partant  du  point  f  qui  ren- 
contre D  et  A.  Cette  droite  est,  en  effet,  normale  aux  trajectoires  de 
ce  point  pour  tous  les  déplacements  qu'on  peut  imprimer  à  la  figure. 

Nous  avons  donc  le  théorème  XXVIII  dont  je  reproduis  ici  l'énoncé. 

Lorsqiiime  Jigure  de  forme  invariable  se  déplace  de  manicre  que 
quatre  de  ses  points  restent  sur  quatre  surjaces  données,  à  un  instant 
quelconque,  les  normales,  issues  respectivement  des  points  de  la  Jigure, 
aux  surjaces  trajectoires  de  ces  points,  rencontrent  deux  mêmes  droites. 

Si  en  particulier  on  prend  les  points  d'une  droite  G  les  normales 
aux  surfaces  trajectoires  de  ses  points  rencontrant  G,  D  et  A  appar- 
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tiennent  à  un  hyperboloïde.  Nous  retrouvons  ainsi  une  propriété  déjà 
démontrée. 

Cette  droite  G  engendre  un  pinceau  ;  les  perpendiculaires  à  cette 
droite  et  qui  rencontrent  D  et  A  sont  les  normales  aux  surfaces  focales 
issues  des  foyers  du  rayon  G.  La  connaissance  des  droites  D,  A  entraîne 
donc  celle  de  ces  normales,  et  par  suite  D,  A  définissent  le  pinceau. 
Elles  le  définissent  |)las  complètement  que  ne  le  font  les  normales  aux 
surfaces  focales,  car,  connaissant  ces  droites  D,  A  on  peut  déterminer 
les  normales  aux  surfaces  trajectoires  des  points  du  rayon  G  et  le  rap- 
port des  aires  infiniment  petites  déterminées  simultanément  par  le 
pinceau  sur  ces  surfaces  trajectoires. 

La  droite  G  peut  être  considérée  comme  appartenant  à  une  infinité 
défigures  de  forme  invariable;  entraînée  successivement  avec  chacune 
de  ces  figures,  elle  peut  décrire  le  même  pmceau,  mais  les  surfaces 
trajectoires  de  ces  points  varieront. 

Dans  tous  les  cas,  on  aura  les  mêmes  foyers  et  les  mêmes  normales 
aux  surfaces  focales;  les  droites  D,  A  relatives  à  chacune  des  figures 
de  forme  invariable,  dont  on  suppose  que  G  fait  partie,  sont  toujours 
deux  droites  rencontrant  les  deux  normales  aux  surfaces  focales.  Si 
l'on  prend  une  droite  partant  dey|  et  rencontrant  la  normale  Fj  à  la 
surface  focale,  et  une  droite  partant  (le^o  et  rencontrant  F,,  on  a  tout 
de  suite,  en  employant  ces  deux  droites  comme  axes  de  rotation,  le 
théorème  XLIV  :  les  aires  des  sections  faites  dans  un  pinceau  par  des 
plans  perpendiculaires  aux  rajons  sont  proportionnelles  aux  produits 
des  distances  de  ces  plans  aux  jojers  du  rayon. 

Les  principales  propriétés  d'un  pinceau  pourraient  être  obtenues 
en  considérant  le  rayon  du  pinceau  se  déplaçant  autour  de  deux 
droites  rencontrant  les  normales  aux  surfaces  focales  issues  des  foyers 
de  ce  rayon  ;  mais  ce  procédé  est  loin  de  donner  des  démonstrations 
aussi  simples  que  celui  que  j'ai  fait  connaître  dans  ce  Mémoire. 

On  peut,  inversement,  de  ces  propriétés  déduire  des  propriétés  de 
certaines  surfaces  réglées  ayant  deux  directrices  rectilignes.  Par  exem- 
ple, pour  un  hyperboloïde,  le  théorème  VII  conduit  à  celui-ci  : 

Théorème  LVII.  —  Dans  un  hyperboloïde  à  une  nappe  les  pieds  des 
perpendiculaires  communes  à  une  génératrice  G  et  autres  génératrices 
du  même  système  considérées  successivement ,  occupent  un  segmetit 


i66  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

fie  G;  les  extrémités  de  ce  segment  sont  à  égale  distance  du  centre 
de  VJijperboloide,  etc. 

Je  ne  donnerai  pas  plus  de  développement  à  cette  Note,  qui  n'avait 
pour  but  que  la  démonstration  des  théorèmes  LII  et  XXVIII,  théo- 
rèmes qui  se  trouvent  déjà  avec  de  nombreuses  conséquences  dans  le 
Mémoire  intitulé:  Etude  sur  le  déplacement  d'une  figure  de  Jbnne 
invariable ;,  inséré  dans  le  tome  XX  du  Recueil  des  Savants  étrangers, 
et  dans  le  XLIIP  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 
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Sur  les  lois  qui  régissent,  à  une  première  approximation,  les 
ondes  lumineuses  propagées  dans  un  milieu  homogène  et 
transparent  d'une  contexture  quelconque  ; 

Par   m.    J.   IîOUSSLVESQ. 


(Mémoire  prcscuté  à  l'Académie  dus  Sciences  le  8  janvier  1872.) 


D'après  la  Théorie  des  ondes  lumineuses  qui  se  trouve  résumée  dans 
un  article  des  Comptes  rendus  (t.  LXV,  p.  2:55,  5  aoiît  1867),  et  déve- 
loppée dans  un  Mémoire  du  Journal  de  Mathématiques  (t.  XIII,  1868), 
les  trois  équations  du  mouvement  de  l'éther  dans  un  corps  transpa- 
rent sont 

X,  fJt,  et  /3  désignent  les  deux  coefficients  d'élasticité  {Leçons  de  Lamé) 
et  la  densité  de  l'éther  (supposé  par  cette  théorie  le  même  dans  les 
corps  que  dans  les  espaces  célestes);  x,  /,  z  les  trois  coordonnées 
d'équilibre  d'une  molécule  d'éther  par  rapport  à  un  système  quel- 
conque d'axes  rectangulaires  fixes;  m,  i>,  w  les  déplacements  de  cette 

.,,.,.  ,  .  du  de  div 

molécule  a  1  époque  f  ;  C  la  dilatation  cubique  ;^  +  ^  +  ■^'  ^t  Aj 
l'expression  symbolique  ^  +  7- +  ^^^  enfin,   p,   la   densité  de  la 

matière  pondérable,  et  m,,  f,,  tv,  ses  trois  déplacements  très-petits, 
donnés  à  une  première  approximation,  avec  neuf  coefficients  con- 
stants «,...,  Ç,  par  les  formules 

(2)     M,  =  «tt  +  Ç,  f  +  £H',      Vt  —  ÇiV+ÙiW+'Çu,     w^=^'^w+^^u-hâv. 
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Les  trois  coefficients  a,  /3,  7  sont  positifs;  car  si  l'on  a,  par  exemple, 
V  z=:  w  z=  o,  M  >•  o,  l'éther,  se  mouvant  clans  le  sens  des  x  positifs, 
ne  peut  pas  pousser  la  matière  pondérable  vers  les  x  négatifs,  et  l'on 
doit  avoir  u,  \    o. 

Effectuons  une  transformation  de  coordonnées,  en  prenant  de  nou- 
veaux axes  rectangulaires  des  x',  y',  z'  qui  fassent  avec  les  premiers 
des  angles  ayant  les  cosinus  a,  h,  c  pour  celui  des  x';  a',  b',  d  pour 
celui  des  y' ;  a",  b",  c"  pour  celui  des  z'.  Les  formules  ordinaires  de 
transformation  et  les  relations  (2)  permettront  d'obtenir  les  dépla- 
cements u\,  K>\,  w\  de  la  matière  pondérable  par  rapport  aux  nou- 
veaux axes,  en  fonction  de  ?/,,  r,,  (r,,  puis  de  n,  i>,  îv,  et  enfin  en 
fonction  des  déplacements  n',  v\  w'  de  l'éther  suivant  les  nouveaux 
axes.  On  aura  ainsi,  entre  ?/, ,  v^^  is\  et  it' ,  k>\  w' ,  des  relations  pa- 
reilles à  (2),  mais  avec  neuf  nouveaux  coefficients  a',...,  s',,  ayant 
pour  valeurs 

a'  =  aa-  +  §b-  -4-  yc-  +  {â  +  (?,)  hc  -\-  (5  -4-  s,)  ca  -t-  (Ç  -h  ?,)  ab, 
â'  =  aa'n"  4-  ^b'b"-^yc'c"  -h  âb'c"  -h  â,  c'h"-^  zc'a"+  £,  a'c" 

-1-  <^a'b"-r-  Ç,b'a" , 
â\  =  an'n"-i-  ^b'b"-\-  ^jc'c"  +  (?,  b'c"  +  oc'b"  -F-  e,  c'a  -^  za'c" 

+  Ç,rt'Z)"-{-Çi'fl", 
/3' =  aa'^  +  ...,     s' =  «rt"rt -h-..,     £,  =  aa"rt +..., 
y' =  «rt"^-H...,     Ç'=  artrt' -f-...,     Ç",  =  Krtrt' -+-  — 

Si  l'on  forme  en  particulier  les  trois  sommes  ù'  -i-  (?', ,  £'-t-  e', ,  Ç'+  Ç', , 
on  trouve 

(  &  +  è\  =  ^.{ua' a" -^  py b" -\-  7c'c')  +  (c?  +  o,)(i'c"-l-  c'Z>") 

M  +(£-f-£,)(c'rt"+rt'c")4-(Ç-l-Ç,)(ri'l^"+i'«"),       £'+£',  =  .... 

Or,  en  effectuant  la  même  transformation  de  coordonnées  sur  l'el- 
lipsoïde 

ax'^-\-  |3j-=  +  7s=+  (c?  +  â^)jz  -{-(£  +  £,)r.x  +  (Ç  4-  ÇO-^T  =  i, 

on  obtient  précisément  ces  sommes  pour  coefficients  respectifs  de 
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>'z',  7lx\  xy\  de  telle  sorte  que,  si  l'on  choisit  pour  nouveaux  axes 
ceux  de  l'ellipsoïde  ,  on  aura  â'+  â\  —  o,  £'+  £,  =0,  Ç' -+-  Ç',  =  o. 
Il  existe  donc  un  système  d'axes  rectangulaires  par  rapport  auquel  on  a 

c?;=-  â',    s',  =  -£',    ç'.  =  -ç'; 

ce  qui,  en  effaçant  les  accents,  réduit  les  formules  (2)  à 

(4)     u,  —  c(U  —  i;v-hew,     l'i  =/3p— Sh'  +  Çî/,      i\\=yw  —  eu -\-  8v. 

Étudions  la  propagation  d'ondes  planes  perpendiculaires  à  la  direc- 
tion qui  fait  avec  ces  axes  des  angles  ayant  poiu-  cosinus  m,  n,  p.  Si  t 
désigne  la  durée  delà  vibration,  w  la  vitesse  de  propagation,  m',  n',  p' 
les  cosinus  des  angles  de  la  vibration  avec  les  axes,  enfin  I  et  ij(  deux 
constantes,  on  aura 

m'         n'         p' 


"■         ,          271/           mx -^- ny -^- pz         ,\ 
-7  =:   I  COS  —  U J/  I  • 


Ces  valeurs  de  m,  v,  h,  portées  dans  (4)  et  (1),  donnent  les  trois 
équations 

iUm'+  P|M'(^«'  —  ep')  V«'  -H  p,  ia'[Sp'  —  Ç/n') 
_                        _ 
=  —  (  A  -I-  pi  )  S  mm  , 

dans  lesquelles  je  désigne  par  le  symbole  S  la  somme  de  trois  termes 
analogues  dont  le  premier  est  écrit  après  ce  sigtie,  et  où  j'ai  fait,  pour 
abréger, 

(7)  U=:y.-(>4-p,a)w=,    V=fx-(p^-p,|3)oJ^    W=.jui~  (p-^p,y)u^ 

Des  deux  premières  (6)  on  déduit  que  m',  n',  p'  sont  respectivement 
proportionnels  aux  trois  expressions 

(8)  wVW+pfw'(Swît?)(J  — p,r^-(ns'W-/>£Vj,   «WU-f-...,  p[]\-h..., 

qui,  substituées  à  m',  n',  p'  dans  ces  relations  (G),  les  changent  en  la 
relation  imique 

(9)  (>. -4-,ui.)[Sto-VW  +  /5>*(S/«c?)^]  +  [UVW-f-pfcoVSU(?-j  =  o. 

Tome  XVII  (2«  série  ;.  -  Mai  1872.  2  2 
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Celle-ci,  en  y  mettant  au  lieu  de  U,  V,  W  leurs  valeurs  (7),  de- 
vient l'équation  aux  vitesses  de  pro|)agation,  «'"quation  du  troisième 
degré  en  w". 

Tous  les  corps  transparents  connus  sont  peu  hétérotropes  au  point 
de  vue  optique,  c'est-à-dire  que  les  cinq  quantités  a  —  /3,  [-j  —  7,  (?,  s,  Ç 
sont  trés-i)etites.  Si  elles  étaient  nrdles,  ce  qui  donnerait  U=V  =  W, 
l'équation  (9),  réduite  à  (X  +  jul -l- U)U*  =  o,  aurait  deux  racines 
égales  et  |)ositives,  obtenues  en  faisant  U  =  o  et  correspondant, 
comme  on  sait,  à  des  vibrations  transversales  ou  lumineuses  :  les 
mêmes  cinq  quantités  étant  en  général  très-petites,  ces  deux  racines 
sont  légèrement  inégales,  peu  différentes  de  la  valeur  qu'elles  ont 
dans  le  cas  de  l'isolropie,  et  correspondent  à  des  vibrations  quasi 
transversales.  Lorsqu'on  se  borne  à  l'étude  de  ces  vibrations,  on  peut, 
dans  les  expressions  (8)  et  dans  l'équation  (9),  ne  conserver  que  les 
quantités  du  second  ordre  par  rapport  à  U,  V,  W,  t?,  £,  Ç.  En  divisant 
en  outre  par  le  produit  des  trois  facteurs  p  -\-  p,(x,  p  -h  p,  [i,  o  -\-  p,'/, 
et  appelant  A^,  B",  C^,  A:^  les  rapports  respectifs  de  /x  à  ces  trois  fac- 
teurs presque  égaux  et  le  quotient  sensiblement  constant  de  j!5,to°  par 
l'un  d'eux,  il  vient  ainsi,  à  fort  peu  prés  :  1°  an  lieu  des  expressions  (8) 
auxquelles  les  cosinus  m\  n\  p'  sont  proportionnels,  celles-ci 

(10)  m(w''--H^j(w-  — C-)+A-XSmo*;cJ*-t-A--(>«Ç(«-  — C-)— ;>£(w-  — H-)],...; 
2°  au  lieu  de  (9),  l'équation  bien  plus  simple 

(11)  Sm-{oi-  -B^)(w^  -  C^)  -h  k*{Smâ)'z=o. 

Les  trois  expressions  approchées  (10),  respectivement  nudtipliées 
par  Ml,  n,  p  et  ajoutées,  donnent,  d'après  (11),  une  somme  nulle  :  les 
simplifications  introduites,  en  altérant  légèrement  les  rapports  de  m', 
n',  p'  et  la  valeur  de  w,  ont  donc  eu  pour  résultat  de  laire  Sinni'  ^o, 
c  est-à-dire  de  rendre  les  vibrations  rigoureusement  transversales.  La 
vraie  valeur  du  petit  angle,  Smm',  que  fait  la  vibration  avec  le  plan 
de  l'onde,  s'obtiendra  en  ajoutant  terme  à  terme  les  trois  rapports 
égaux  (6),  après  avoir  respectivement  midtiplié  leins  numérateurs  et 
leurs  dénominateurs  par  m,  n,  p,  puis  en  égalant  le  résultat  au  dernier 
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membre  de  (6)  :  si  l'on  appelle  K"  une  consfanle  peu  difTérente  de 
\',  B",  C^,  par  exemple  leur  moyenne,  il  viendra  sensiblement 

(ta)       S  mm'  =  — 


i^- 


-— j^,[S(Â^-  K^)/»//i'4-  A-'S/h(Ç«'-£/j')], 


relation  dans  le  second  membre  tie  laquelle  les  cosinus  m',  rï,  p'  pour- 
ront être  reru|)lacés  par  leurs  valems  approchées  tirées  de  (10)  et  (t  i). 

Lorsque  les  coefficients  (?,  £,  'Ç  sont  nuls,  le  milieu  est  optique- 
ment symétrique  par  rapport  aux  plans  coordonnés,  c'est-à-dire  tel 
qu'on  peut  changer  en  son  opposé  le  sens  d'un  quelconque  des  axes, 
sans  modifier  les  expressions  (4)  f'e  «<,,  c,,  iv,.  Alors  les  formules  (10) 
et  (m)  sont  identiques  à  celles  de  Kresucl  et  contiennent  les  lois  expé- 
rimentales conmies  de  la  double  réfraction  [*] 

Mais  revenons  au  cas  général  où  (?,  £,  'Ç  sont  quelconques,  et  ajou- 
tons les  carrés  dévelopjiés  des  trois  expressions  (ro),  après  les  avoir 
respectivement  multipliés  par  oj"  — A%  50^— B^,  or— C]^  :  après  quel- 
ques réductions,  dont  la  plus  difficile  consiste  dans  l'emploi  de 
l'identité 

S(o>2_  A=)[«Ç(w=-C^)-/j£(oo^-  B=)]^ 

=  (o)»-  A^)(oj^  -  B^)(o3='-(:»)rs  ^;^,S5nw=-  A')  -  (S/«c?)-l, 

on  trouve  lui  résultat  égal  au  produit  de 

(to--A=)(w=-B^)(o)'--C^  +  A*S^=(w^-A=) 

par  le  |)remier  membre  tie  (11),  et  par  conséquent  nul.  Les  expres- 
sions (10)  étant  proportionnelles  à  m',  n',  p\  on  peut  donc  poser  la 


[*]  Dans  le  même  cas  d'un  milieu  symûtriquc  et  si  l'on  a  en  outre  >  +  2f*=  o 
hypothèse  revenant  à  supposer  nulle  la  vitesse  de  propagation,  dans  l'éther,  des 
ondes  longitudinales),  l'équation  (9)  devient  rigoureusement  celle  de  Fresnel ,  et  les 
expressions  (8)  se  réduisent  à  mPi?[a'  — B^)(w^  —  C'), .  .  .  :  ces  l'oruuiles  sont  alors 
celles  que  M.  Sarrau  a  étudiées  au  chapitre  iv  d'un  Mémoire  sur  la  lumière  {Jourrinl 
de  Mathématiques,  t.  XIII,  1868)  et  desquelles  il  a  déduit  la  théorie  de  la  double  ré- 
fraction de  Fresnel,  mais  avec  des  vibrations  quasi  transversales  perpendiculaires  aux 
rayons  lumineux,  comme  paraît  l'exiger  un  calcul  exact  de  la  réflexion  cristalline. 
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relation 

(i3)  S(w=-  \-)i/i'^  =  o,     ou     'x,^  =  S.\'m'=. 

Si  l'on  porte,  à  partir  de  l'origine  et  tlans  la  direction  (/«',  »',  p' j 
de  la  vibration,  une  droite  égale  à  l'inverse  de  la  vitesse  de  propa- 
gation u  correspondante,  les  extrémités  (x,  j",  z)  de  toutes  les 
lignes  pareilles  constitueront,  d'après  (i3),  l'ellipsoïde,  dit  d'élasticité, 
SA^JC-  =  1,  ellipsoïde  f/ui  ne  dépend  en  rien  des  coefficients  de  non- 
syinétrie  c?,  s,  Ç.  On  pourra  donc  obtenir  le  sens  des  vibrations  corres- 
pondantes à  une  onde  plane  de  direction  donnée,  en  calculant ,  au 
moyen  de  V équation  (i  i),  les  deux  vitesses  de  propagation  possibles 
de  cette  onde  plane,  et  en  choisissant,  parmi  les  demi- diamètres  de 
l'intersection  de  VeUipsoide  d'élasticité  par  le  plan  de  l'onde  Smx  =  o, 
l'un  de  ceux  dont  la  longueur  sera  égale  à  l'inverse  de  la  vitesse 
trouvée.  Comme  il  v  a  dans  une  ellipse  quatre  demi-diamètres  égaux, 
donnant  deux  directions  distinctes  également  inclmées  de  part  et 
d'autre  des  axes,  le  sens  de  la  vibration  ne  sera  pas  ainsi  complète- 
ment déterminé  :  cela  provient  de  ce  que  l'équation  aux  vitesses  (11) 
ne  change  pas  lorsqu'on  y  change  ô*,  a,  Ç  en  —  c?,  —  e,  —  Ç,  et  que, 
par  suite,  la  même  construction  doit  fournir  les  deux  directions  dis- 
tinctes de  la  vibration  dans  deux  milieux  ne  différant  que  par  les 
signes  de  ô*,  :,  Ç.  L'indétermination  n'existe  pas  lorsque  S/«§  =  o, 
c'est-à-dire  dans  les  milieux  symétriques,  et  aussi,  dans  les  autres  mi- 
lieux, pour  les  ondes  planes  parallèles  à  la  direction  (§,  £,  Ç)  :  en  effet, 
l'équation  aux  vitesses  (11)  se  réduit  alors  à  celle  de  Fresnel,  et  l'on 
sait  que  les  deux  valeurs  qu'elle  donne  à  l'inverse  de  w  sont  précisé- 
ment celles  du  demi-grand  axe  et  du  demi-petit  axe  de  l'intersection 
de  reiiij)soïde  d'élasticité  par  le  plan  de  l'onde  Smx  =  o.  Mais,  en 
général,  le  terme  positif  A' (S >«(?)',  qui  termine  le  premier  niembre 
de  (i  i),  augmente  le  produit  des  deux  valeius  de  w'  sans  changer  lein- 
somme  S(B*+C*)/n',  de  manière  à  diminuer  leur  différence  :  la 
somme  des  carrés  des  inverses  des  deux  demi-diamètres  de  l'ellipse 
d'intersection  suivant  lesquels  se  font  les  vibrations  est  donc  égale  à 
celle  des  carrés  des  inverses  des  deux  demi-axes  de  la  même  ellipse, 
ce  qui,  d'après  une  propriété  connue  de  cette  courbe,   revient  à  dire 
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que  les  deux  vihrntiom  Jont,  chacune  avec  l'axe  de  l'ellipse  qui  en 
est  le  plus  voisin,  deux  angles  égaux. 

Pour  achever  de  déterminer  géométriqueineiit  le  sens  (m',  n',  p')  des 
vibrations,  supposons  que  les  axes  des  .r,  des  j,  des  z,  aient  été  choisis 
de  manière  à  être  respectivement  ceux  que  l'on  appelle  de  plus  grande, 
de  moyenne  et  de  plus  petite  élasticité,  c'est-A-dire  tels  que  l'on  ait 
A'>B'>C=,  et  supposons  en  outre  que  les  f  positifs  soient  à  droite 
des  X  positifs  pour  un  observateur  qui  aurait  les  pieds  à  l'origine,  la 
télé  vers  les  z  positifs  et  qui  regarderait  l'angle  des  xy  positifs.  Con- 
struisons, à  partir  de  l'origine,  une  droite  que  j'appellerai  axe  de  non- 
symétrie  du  milieu,  d'une  longueur  v  égale  au  produit  de  yS^  par 

l'un  des  trois  rapports  sensiblement  égaux  — ^- — ,  £l_.__£l_,  et 

°  P-l-p.«     p-+p,fl'  p-f-p,7 

prise  dans  la  direction  qui  fait  avec  les  axes  respectifs  des  .r,  j,  z  des 
angles  ayant  leurs  cosinus  dans  les  mêmes  rapports  et  de  mêmes  sii^nes 
que  d*,  £,  ^.  J'admettrai  d'abord  que  cet  axe  de  non-symétrie  coïncide 
avec  celui  des/  positifs,  ou  que  l'on  ait  5  =  Ç  =  o,  £  >  o,  et  je 
considérerai  des  ondes  planes  presque  parallèles  au  plan  des  zx.  Les 
cosinus  m,  p,  n'  seront  donc  très-petits,  et  il  suffira  de  calculer  le 
rapport  de  p'  à  m',  rapport  sensiblement  égal  à  la  tangente  de  l'angle 
fait  par  la  vibration  avec  les  .r  positifs.  Or  la  première  et  la  troisième 
des  expressions  (ro)  donneront 

|,AN  '     p'  _  {<>>■  — A')  p  -h  /tUf/i  AU 

m'  ~  {«'  — C')w  —  kUp   ~  w^^o' 

le  troisième  membre  se  déduisant  du  second  en  vertu  de  l'équation  (i  i), 
alors  réduite  à  (w=- A^)  («=-C=)  =  -k*r  ;  d'autre  part,  la  même  équa- 
tion montre  que  u='  est  compris  entre  A''  et  C%  ou  que  w^— C=>o. 
Le  rapport  de  //  à  m'  est  donc  >  o,  et  les  vibrations  sont  comprises 
dans  l'angle  des  zx  positifs  ou  dans  celui  des  zx  négatifs. 

Comme  l'intersection  de  l'ellipsoïde  SA^^r^  =  i  par  le  plan  des  zx 
a  son  grand  axe  suivant  les  z,  il  en  résulte  c[uun  observateur  qui 
aurait  les  pieds  à  l'origine,  le  corps  le  long  de  l'axe  de  non-s/métrie,  et 
respectivement  à  sa  gauche  et  à  sa  droite,  devant  lui,  un  demi-grand 
axe  et  un  demi-petit  axe  de  l'intersection  de  l'ellipsoïde  d'élasticité 
par  le  plan  de  l'onde,  verrait  les  vibrations  se  faire  dans  l'angle  coin- 
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fjris  entre  ces  deux  denn-axes.  Concevons  acluellement  que  l'axe 
de  non-symétrie  conserve  la  même  longueur,  mais  tourne  autour  de 
l'origine  il'une  manière  quelconque,  en  évitant  seulement  les  quatre 
positions  où  il  serait  normal  aux  sections  circulaires  de  l'ellipsoïde 
d'élasticité  :  il  est  évident,  vu  l'impossibilité  d'un  changement  brusque 
de  la  direction  (m',  n',  /j'),que  les  vibrations  se  feront  toujours,  sur 
l'onde  plane  normale  a  cet  axe,  de  la  même  manière  par  rapport  au 
même  observateur,  et  que  la  même  loi  continuera  encore  à  s'observei 
SI  l'on  passe,  de  cttte  onde  plane,  à  d'autres  faisant  avec  l'axe  de  non- 
symétrie  des  angles  de  plus  en  plus  petits,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive 
aux  ondes  parallèles  à  cet  axe  et  pour  lesquelles  l'action  de  la  non- 
symétrie  s'annule. 

Observons  que,  si  9  désigne  l'angle  fait  par  la  normale  à  l'onde  avec 
l'axe  de  non  symétrie  v,  on  aura  identiquement  PStnâ  =  w^v  coss  et 
par  suite,  à  fort  peu  près,  k*{Snii}f  =  (SB^'C-m^ ;,v-  cos^ç.  L'équa- 
tion fii)  développée  pourra  donc  s'écrire 

(i5        0)'  —  u'S  B-  -J-  C-  m-  ^-  (SBH:-m^)fi  -t-  v'  cos'o)  =  o. 

D'après  celle-ci.  la  somme  des  carrés  des  deux  valeurs  de  «-  est 
S(B'  -(-  C'^)/«-,  expression  indépendante  de  v,  et  le  produit  des  mêmes 
carrés  est  (SB^C-'?2^  (i  -^  v°  cos-9),  c'est-à-dire  égal  à  sa  valeur  dans 
le  cas  d'un  milieu  symétrique  augmesitée  dans  le  rapport  de  i  à 
I  ■+-  le  carré  <le  la  projection  de  l'axe  de  non-symétrie  sur  la  normale 
aux  ondes. 

En  résume,  (juand  on  fait  abstraction  des  pouvoirs  dispersij  et  rota- 
toire,  la  constitution  optique  d'un  milieu  transparent  est  géométrique- 
ment déjinie  au  moyen  d'un  ellipsoïde,  dit  d'élasticité,  et  d'une  droite 
de  longueur  donnée,  ou  axe  de  non-sjmétrie,  que  Von  doit  concevoir 
menée,  à  partir  du  centre  de  l'ellipsoïde,  dans  une  direction  donnée 
également.  Le  milieu  peut  propager,  parallèlement  à  un  plan  diamé- 
tral quelconque  de  l'ellipsoïde,  deux  systèmes  d'ondes  planes  à  vibra- 
tiojis  quasi  transversales.  Ln  direction  des  vibrations  et  la  vitesse  de 
propagation  s'obtiennent  :  1"  en  concevant  un  observateur  qui,  ajant 
les  pieds  au  centre  de  l'etlipsoide  et  le  corps  le  long  de  l'axe  de  non- 
sjmélrie,  se  tournerait   toujours  de  manière  à  voir  respectivement 
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tlevant  lui,  à  sa  gauche  et  à  sa dmite,  un  deiiii-grand  axe  et  un  demi- 
petit  axe  de  V intersection  de  l'ellipsoïde  d'élasticité  par  le  plan  dia- 
métral considéré,  et  a"  en  traçant,  entre  ces  deux  demi-axes  et  dans  la 
même  ellipse  d'intersection,  les  deux  demi-diamètres  dont  les  carrés 
des  inverses  ont  même  somme  que  les  carrés  des  inverses  des  deux 
demi-axes,  et  ont  pour  produit  le  produit  des  carrés  des  inverses  des 
deux  mêmes  demi-axes,  multiplié  par  la  somme  de  l'unité  et  du  cairé 
de  la  projection  de  l'axe  de  non-symétrie  du  milieu  sur  la  normale  aux 
ondes.  Chacun  des  deux  dcmi-dinmètrcs  ainsi  construits  donne,  à  fort 
peu  près,  par  sa  direction,  l'orientation  des  vibrations  correspondantes 
à  l'un  des  deux  sj-stèmes  d'ondes  planes,  et,  par  sa  grandeur,  l'inverse 
de  la  vitesse  de  pmpagntion  du  menu-  système  d'ondes. 

La  transparence  du  milieu  pour  les  ondes  planes  propagées  dans 
foutes  les  directions  exige  que  les  deux  racines  de  (i  i)  soient  réelles, 
quels  que  soient  /«,  n,  p,  sans  quoi  on  n'aurait  des  valeurs  réelles 
de  M,  V,  w  qu'en  introduisant  dans  le  dernier  membre  de  (5)  une 
exponentielle  affectée  d'un  coefficient  d'extinction.  Pour  résoudre 
l'équation  (i  i\  supposons  toujours  A°  >  B"  >  C%  faisons 

A»-  B^^{\^-  C^)cos=ô',      rr-C-:=  (A'^-C=')sin^5', 

et  appelons  U',  U"  les  deux  angles  (jue  fait  la  nornsale  à  l'onde  avec 
les  deux  droites  situées  dans  le  plan  des  zx'  et  inclinées  de  6'  sur  les  x 
positifs.  On  aura,  comme  on  voit  d'ailleurs  dans  les  traités  de  double 
réfraction,  cosU'  =  /«cos5'  -h  puinO',  cosU"  =  mcosô'  —  psind',  d'où 
résulteront,  pour  m,  p,  et  par  suite  pour  «*  =  i  —  p^  —  m^,  des  expres- 
sions en  fonction  de  U',  U"  qui  changeront  (i  i)  en 

i   2  0J- =  (A=-hC')  -  (A»-C')cosU'cosU" 

I  ±  v/(A'-C')*sin2U'sin='U"-4AMSwfî)-. 

Pour  ni  =  cos9',  n  =  o,  p  =  dzsinô'  (et,  par  suite,  U'  ou  U"  =  oj, 
la  condition  de  réalité  exige  qu'on  lùlSmS  =  o,  ou  c?  =  Ç  =  o  :  l'axe 
de  non-symétrie  doit  donc  coïncider  avec  celui  de  moyenne  élasticité. 
La  quantité  sous  le  radical  de  (i5  bis)  devient  alors  identiquement 

l  (A'—  C-)*(cos2e'-  cosU'cosU"]' 
''    ^  (       +[(A^-C=)^sin--2  5'-  4A•*£^]^^ 
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expression  dans  laquelle  on  peut,  d'après  l;t  formule  fondamentale 
de  la  trigonométrie  sphériqiie,  remplacer  ces  25'  —  cosU'cosU"  par 
sinU'sin  U"  cosV,  V  désignant  le  dièdre  formé  par  les  deux  plans 
(les  angles  U'  et  U".  Quand  V  est  droit,  cette  expression  se  réduit  i^ 
son  second  terme,  et  n'est  positi^e  qu'autant  que  l'on  a 

[l'j)  2k-  i  <^[\^  —  C^)sin^6'   (en  valeur  absolue), 

ou  bien  [à  cause  de  ^k^e-  =  4«''i'"  =  sensil)lement  (A-  -(-  C^)^v^], 

(18)  V  <^v^sinst5'. 

Lorsque  e  atteint  sa  valeur  absolue  maximiuu,  l'expression  (16)  ne 
conserve  que  son  premier  terme  :  une  des  valeurs  de  w^  est  alors  indé- 
pendante de  U',  U",  et  l'autre  valeur  devient  égale  à  la  première  pour 
to.utes  les  ondes  planes  dont  les  normales  sont  sur  le  cône  V'=  90°. 

Les  cristaux  des  cinq  premiers  systèmes  ont  un  de  leurs  axes  miné- 
ralogiques  perpendiculaire  au  plan  des  autres,  et  leur  axe  de  non-symé- 
trie optique,  s'il  existait,  devrait  être  dans  ce  plan,  vu  l'absence  de 
raisons  pour  qu'il  se  trouvât  plutôt  d'un  côté  que  de  l'autre;  mais,  ces 
cristaux  coïncidant  avec  eux-mêmes  lorsqu'on  les  fait  tourner,  autoiu- 
de  leur  axe  normal,  d'angles  égaux  à  60,  90,  120  ou  180  degrés, 
l'existence  d'un  axe  de  non-symétiie  entraînerait,  clans  le  même  plan, 
celle  de  plusieurs  axes  pareils,  tandis  qu'aucun  milieu  ne  peut,  d'après 
les  lois  établies  ci-dessus,  en  avoir  plus  d'un.  On  a  donc,  chez  tous 
ces  cristaux,  v  =  o,  et  la  lumière  s'y  propage  et  s'y  polarise  comme 
s'ils  avaient  trois  plans  rectangulaires  de  symétrie  de  contexture. 
Quant  à  ceux  du  sixième  système,  je  ne  vois  pas  de  raison  pour  y 
supposer  s  nul,  et  il  faudrait  des  expériences  précises,  faites  sur  des 
rayons  sensiblement  perpendiculaires  au  plan  des  zx,  c'est-à-dire  au 
plan  des  deux  axes  optiques,  pour  trancher  la  question  de  savoir  s'ils 
obéissent  aux  lois  générales  établies  dans  ce  Mémoire  ou  à  celles  plus 
particulières  de  Fresnel. 


l'URES  ET  APPLIQUÉES.  177 

Détermination  des  cléments  de  V arête  de  rchroussement  d'une 
surface  dcveloppahle  définie  par  ses  équations  tangcnficl/es. 

PvK  M.  L.  PAl.WIIV. 


Mémoire  piéscnto  à  l'Acadcniie  des  Sciences  dans  la  séance  du  i8  juillii  iS-ô. 
Comptes  rendus,  t.  LXI,  p.  -217.) 


!.  Il  arrive  très-fréquemment  (jnc  les  équations  taiigentiellcs  d'utie 
surface  cléveloppable  résultent  inuuédialement  des  données  d'une 
queslion,  ou  s'ea  déduisent  par  des  calcids  généralement  simples,  et 
qu'il  serait  au  contraire  exlrèmeineut  difficile  d'obtenir  les  équations 
de  i'aréte  de  rebroussemerit  de  cette  surface.  Il  est  donc  imporiant 
d'avoir  des  formules  qui  permetleut  d'étudier  sur  les  équations  lan- 
gentielles  elles-mêmes  les  propriétés  de  cette  arête  de  rebroussement; 
ces  formules,  qiu  n'ont  jamais  été  données,  sont  l'objet  de  cette  Note. 

2.   Notations  : 

u,  i>,  u'  sont  les  coordonnées  tangentielles  d'un  plan,  c'est-à-dire 
les  inverses  des  coordonnées  à  l'origine  de  ce  plan  (les 
axes  de  coordonnées  sont  supposés  rectangulaires).  Si  ce 
plan  est  tangent  à  la  dévelo|)pable,  ce  sera  le  plan  oseu- 
lateur  en  un  certain  point  M  de  l'arête  de  rebroussement; 

X,  j,  z  seront  les  coordonnées  du  point  M. 

Je  désignerai,  en  outre,  par 

X,  /3,  7  les  angles  de  la  tangente  en  M  à  l'arête  de  rebroussement; 

X,  p.,  V  les  angles  de  l'axe  du  plan  osculateur; 

5,  ri,  Ç  les  angles  de  la  normale  principale; 

ds  l'élément  de  l'arête  de  rebroussement; 

dG  l'angle  de  deux  tangentes  infiniment  voisines; 

dr  l'angle  de  deux  plans  osculateurs  infiniment  voisins; 

5  l'angle  au  sommet  du  cône  droit  osculateur; 

Tome  XVII  (j'^- série,.  -  Jus  187^  •  23 
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R  le  rayon  de  courbure; 
T.  le  rayon  de  torsion. 

5.   Une  surface  développable  riant  définie  par  deux  équations  lan- 
gentielies  telles  que 

_/(«,  V,  u')^  o,       F(m,  l',  H')—  o, 

nous  pouvons  regarder  w,  v,  w  comme  des  fonctions  déterminées  d'un 
certain  païamétre  arbitraire.  Pour  sim|)litier  l'écriture  des  fornndes, 
nous  poserons 

iUf  =  d(i,  ii.y  =  (Pu, 
(»,  =  dv,  l'a  =  d^v, 
\\\  =  di\\      iVo  ^  d'-iv. 


(^°) 


A  = 


du       di>       'h\' 
d-u     d'^v     d^w 


=  I     U,        l',        (V, 

Un  t',  il'- 


puis  nous  désigneron.s  par  U,  V,  W,...;  U,,...,  les  détermin.uils  par- 
tiels de  A,  de  sorte  que 

U  =  -;-  =  (hd-w  —  dwd'-v, 

au 
V  =  -r-  =  dwd'U  —  dud'-\v, 

av 

W  =  -—  — .  dud-i>  —  dvd'u: 


(3°) 


U,  =  :r^  =  îvr/=t'  -  yr/=i<,', 

du, 

V,  =  -;-  =  ud^w  —  ivd^u, 

rfc, 

W,=  -— =   i'd-u  —  nd^v, 

dii\ 

Uo  =  ^—  =  »v/ir  —  w  at\ 
du, 

V,  =  —  =  \y  du  —  u  div, 

dv. 


Wo  = 


dA 


udi'  —  V  du. 
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§  I.   —    Délei iiiinntinii  des  (jnaii(it<'.s   ry.,  jS,  -y;   ^m  /^^  "-' î 
?,   ï;,   Ç;    a-,    7-,   c;   rlr,  dy,  dz. 

i.   Les  coordonnées  de  trois  |)laiis  tangents  iiitiniiiient  voisins  seront 

(P)  M,  V,  w, 

(P,)  «  -h  <^f<,  i^  +  dv,  w  H-  rfw, 

(P, )     u  -\-  idu  -^-  d-ii.      e  -t-  ■?.dv  ->r-  d'v,      u-  +  af/tv  -\~  d'w; 

on  en  conclut,  pour  les  e(|uali()ns  de  ces  trois  plans 

i:P)  n\ -h  v\  -\-  wZ  —  1  =  0, 

(P,)  lu  -h  (lu)X  ■+■  U'  +  dv)Y  -+■  (tv  +  div)Z'=  1, 

(Pj)  u-\-  ■idu-hd'-uX  -h\i>+  2</i'+^^-V)Y  +  (h H-  2(Av-f-r/-(v)Z=:  i  ; 

X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  rectilignes  variables  d'nn  point. 

Dans  les  calculs  suivants,  nous  désignerons  fréquemment  ±  1 
par  e,  e',  s",..-;  les  lettres  différentes  £,  s',  s"  indicpiant  l'indépendance 
des  signes  -1-  et  —  . 

Les  angles  de  l'axe  du  plan  tangent  P  (ou  plan  oscidateur)  étant 
di'signés  par  ),,  ^a,  v,  on  a,  d'après  la  première  des  équations  (i) 

COSA  COSfA  fOSV  1 


La  tangente  MT  en  M  est  l'intersection  des  deux  plans  (P)  et  (P,  ), 

c'est-à-dire 

«X  -i-  f  Y  +  (vZ  =  I, 

{u  -h  du)  X  -f-  (v  -t-  dv)Y  +  [w  -\-  dw)Z  —  i  ; 
ces  deux  équations  peuvent  être  remplacées  par  le  système  suivant 

(       £/X  -4-  t'Y  H-  tvZ  =  I , 
■    >     --       >  \   xdu  H-  Ydv  +  Zdw  =  o; 

23.. 
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K,  p,  Y  élaiil  les  Miigles  de  la  droite  (3)  avec  les  axes  de  coordonnées, 
on  a 

cosa  cosp  COS7 


i>  (Iw  —  tvdv  H'  du  —  u  dw         a  dv  —  v  du 

c'est-à-dire  en  ayant  égard  anx  notalioiis  du  11"  3 
f^osa cosp  C0S7  I 


(4) 


u,  V,  W,  e' y'u= -^  V,' -h  W; 


La  normale  principale  (£,  >;,  Ç)  est  l'axe  dn  plan  lectJjiant,  c'est- 
à-dire  du  plan  passant  par  la  tangente  MT,  et  perpendicnliire  an  plan 
osculatenr  («,  c,  w).  Or  l'équation  dn  plaii  rectifiant  est.  d'après  cctle 
définition, 

(5)  (4'Vv\— (v'V2')X-i-(wUo  — ziWo)Y+(«V2-t^U2)Z  =  ///i,-t-v'(',-+-(vw',; 
par  conséqnent,  les  angles  Ç,  /j,  'Ç  seront  donnés  |)ar  les  égalités 


fW,  —  rrV,  «'U,  —  «VV,  hV,  —  .'U., 

Si  l'on  remarque  qu'on  a  l'idenlité 

/  (i/W,  -  n.Uo)-  +  (ivUo-  «W2)-  +  (mV,  -  i'U,)^ 
(6)    1      =(?r-i-i'-  + w-)(U2-(-V^4-W;)  — (i^Uj-t- fV.H- ii^U'j)* 

f         =(«2-t-  i.2_^;v-)(U^-4-  V^  +  W^), 
on  conclut  des  relations  qui  piccedent 

COSÇ  COS>î  cosç 


(7) 


I  ,"  ylu'  +  v'  -H  <v'  v'Uj  +  V^  -(-  WJ 

3.   Calculons  maintenant  les  coordonnées  dn  point  M. 
Le  point  M  est  l'intersection  des  trois  plans  tangents  infinimenl  voi- 
sins (i),  n°  4;  les  équations  de  ces  trois  plans,  prises  simultanément, 


I 
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doiiiu'iit  un  système  qu'on  peut  remplacer  par  le  système  suivant  ; 

(      Jc^  u   -h   j- v    -h    zw    =1, 

(8)  X  du  -+-  y  dv  -\-  zdw  :=  o, 
1  X d^ u -\- y d'- V  -{-  zd-(\'=  o; 

eu  égard  aux  notations  du  n"  ô,  ou  tire  de  ces  équations 

,    .  U  V  w 

(9)  x  =  -,    j  =  -,     .  =  -. 

tl  csl  alors  facile  d'obtenir  dx,  dj,  dz.  On  a,  en  effet 

,          \d\i  —  \}di 
cix  =  : 

A' 

A  =  «U  +  f  V  -f-  tvW, 
d\  =  ud\}  +  vdl  +  tv<'/W  -t-  U(/«  -h-  Ndv  -H  y^ dw 
=  ud\]  +  vdM  +  u'^VV, 

jiai'  suite 

■      _  (kU  -\-  vS  -\-  wyi)d\}  ^[udV,  —vdS  +  «/rfW)U 
""  A' 

_  (cV-nvW)</U— (fc/V— tvrfW)U 

A' 

.Mais 

t/U  =  di'd^ii'  ~  iiwd'i>, 

(  I  o  )  !  f/ V  =  (/(v  r^^  u  -  du  d'  (V, 

I  dW  =  r/w  (^/'  V  —  dv  d' u. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  dx,  et  en  ordonnant 
par  rapport  à  d^ u,  d^v,  d^w,  il  vient 

,      _  _  [Vd'u  -h\d'i>-hWd'w)V, 


Si  donc  on  pose 
[il]  H  =  -[Ud'n-^  Vd'v-h  Wd'w), 
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on  a  (léfinitiveineiit 

.      ,  dx  dY rfz         H 

On  conclut  de  la 


,„  H 


(i3)  rf^  =  £"'JvUo^V^  + W^ 

Nous  allons  d'abord  chercher  les  relations  c|in  existent   entre   les 
signes  e,  s',.-.,  pour  qu'on  ait  les  égalités 

(i4)  dx  —  ils  cosa,     dy  =  ds  cosjS,     dz  =  fii,  co.s'/; 

poin-  qn'il  en  soit  auisi,  il  faut  que 

f  =  i' . 

G.  Ainsi,  en  résumé,  nousa\ons  donc 

f.  —  Z  —  i_  —  1 
lu  ~  V  "~  w  ~  ^' 

\  c'.r  _  rfi   _  '^=   _  H 

(i5)  ,  ïï^  —  vT  —  W.-Â^' 


H 


H  =  -[\]d''u^Nd'v  -^  W  d^w)  ; 

COS>.  COSu.  COSï  I 


(i6) 


U                      1' 

"■     £  y  u^  -\-  c'-H  »■' 

cosa    cosp 

COS7            1 

U,     V, 

W.    j'y,U;-t-V=-HWj 

COSÏ 

ces»-.        cosÇ 

rW,  —  «'V, 

•u,  —  «w,    aV,.  —  cU: 

e"  V  u-  ^-  P=  -H  «■'  \l\i\  -H  V-;  -f-  Wj' 
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§  11.   —    Détermination  des  quantités  dcosa,...,  r/cosX, — 
dco&E,...;   da,  dz. 

7    Nous  avons  trouvé 

cosX  = 


on  (lédiiil  (le  cette  expression 

,         .  rfa  (  a' -<- p' +  II'' )  —  tdudit  +  vdv  +  tv(lw)  uV, —  cW, 

r/cosA  = 3 = j- 

On  :i  donc-  les  ée;alités 

(/ cos>  rfcospi  </cosv  I 


M) 


égalités  qu'on  peut  encore  écrire,  eu  égard  an  dernier  jjronpe  des  re- 
lations (i6), 


*    '  '  cos£  cosn  cosÇ  "      a' -i- i'=  +  (<■' 


/cosX  rfcosft  dcosv  __  „  v^I]^+  V^+W^ 

co 

On  sait  que 


d-z  —  \j{dcos'kY  -\-  (flfcosfj(,)^+  (rfcosv)*; 
par  conséquent,  d'après  les  valeurs  (17  bis)^ 

(.8)  ,/,  =  ,-iHl±vITwf. 

8.    Nous  avons  trouvé,  n°  6, 

cos«  =  —  ; 


i«4  JOLHNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

de  la  on  déduit 


dcosu  = 


e'  {Vl-{-\\-\-Vfl' 


£'(u- -1-v^^w; 

Mhis  les  valeurs  (3")  du  n°  5  donnent 


;'9) 


f/L\  =  i>d-i\'  —  vvd'v  =  —  U,  , 
.'  dV^  =  îvd-u  —  ud^w  =  —  V, , 
f  d\\\=.  ud'-i>  —  vd^u  =  —  W,  : 


lexpression  de  d coscf.  devient  alors 

V,(U,V,— V.U,)  —  W,(W,U,  —  U,W,) 


d cosx  — 
Or,  si  l'on  pose 

(20)  D  =^ 


U      ^'       W    I 
u,     V,     w,     , 


u,  V,...,  u,,  V,,...  étant  les  déterminants  partiels  de  A,  f>n  sait  que 
(a,)  D  =  A-,     ^  =  Au.      _  =  A.,...; 

d'après  cela,  on  a,  pour  les  valeurs  de  dcosa,  ^coSjS,  r/cosy, 

dcosp 


rfcosa 


d  COS7 


yW,  —  «Vj         «'U,  —  uVf,         H  V,  —  i'V, 


t'iVl+Vl-hVfl 


En  égard  au  dernier  grou[)e  des  relations  {16),  les  égalités  ;  22;  peu- 
vent encore  s'écrire 


faa  bis) 


i^cosa         rfcosS         fi  cosy  ,    „^v"' 


cosn  cosî: 


U:-hV=-HW; 
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On  sait  d'ailleurs  que 


il  résulte  alors  des  valeurs  (22  bis] 


(a3)  d<7  = 


u;-i-v5h-w; 


9.  Calculons  enfin  ^cos^,  r/cosvj,  r/cosÇ. 
On  a  trouvé,  n°  G, 


cosç 


s"  v/«'  -H  c«  +  <.■■'  s/ilj  H-  V,'  4-  W? 

on  déduit  de  là,  en  différentiaut, 

s"{u'  -^  P=  +  M'^)^(U5  +  V^  +  W-fdcos'^ 

=  («"-+-  c'^  tv»)  (Uj+V^-f- W^j  [vdW^-  ivd\.,  -hW.,dv~\\_dw) 
-{vW,  -  H'Vj)  [(««,  +  w,  +  ivtv,)  iU^  +  V^  +  W^) 

+  {u^  +  i'^-^w^){U,d\]^  +  V^dW,-hW,dW,)]. 

Eu  égard  aux  relations  (19),  le  second  membre  de  l'égalité  précédente 
peut  s'écrire 

—  (mm,  +  fi',  +  ivw,  )  (t'Wj  —  ivVa)] 
+  [u'  -+■  v-  +  K'-)  [(U^  +  V=  +  W|)  {w\,  —  vW,  ) 

4-  (Uj  U,  +  V,V,  +W2W,)  (i'W,  -  M'V,)], 
ou  encore 

(U^-t-V^  +  W^)[W2(M^f,  +  V^l',  +  îl'ol',  —   KW,  —    V'^K',  —   t'H'lV,  ) 

-HV2(«u'f/,  +t'iit', +u'-XA',  —  lî^w'f  —  v'W'f  — îv^n',)( 

^-(^^=+^'=^-^v•^)[^v(U;V,+\lV,+Wn^-U,\oU,-Y^V,-V^W,W,) 
+  i'(U2WoU,  +V2W,V,  +\\iw, 

-U^W, -V^^W,  -W^W.j]; 

Tome  XVll  {-i'-  série).  —  Jtis  1873.  2l) 
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puis,  en  ayant  égard  aux  relations  (  20),  (21),  n"  8,  Ci"),  n°  3, 


on  t'iicore 


(U|  +V^  + W2)[tt(U^+V^  +  W2)-  U2(wUo+  pV.+  ivW,)] 
expression  qui  se  réduit  définitivement  à 

u{\]i  +  \i+wiY 

On  a  ainsi  les  formules 


£  a  cos|  =  u  - — f  —  U.,  A 


î^j      (   £   dC0S-/3  =    i' j  —  Va  A 


V  «'  +  '•'  +  "■' 

(u;+v,'-+-w;^ 

3 

V/«'  +  v'  +  «■ 

{U»-^-V^^-W? 

)^ 

y/«'  -h  c'+  w 

[  £  a  cosÇ  =  w- — ^  —  Wo  A 

1  '  („'-!-(.'  +  «•')'  (U^+V^+W,')^ 

10.  Nous  allons  maintenant  établir  la  correspondance  des  quan- 
tités £,  £',  £",  £'",  £"',  de  manière  à  vérifier  en  grandeur  et  en  signe  les 
relations  fotidanientales  données  par  M.  J.  Serret  [Colcid  (iijjérentiel 
de  M.  Bertrand,  p.  622)  : 

,  f/cosa  =  cosHrf(7,   c/cosX  =cos^f/T,    ^cos|  =— cosa^/ij— cos/(/t, 

(^25)  '  r/cosj3  =  cosy;rf(7,  fycos|:j!.=cosy3(YT,    c/cosv;=  — cos|3r/cr  — cosl;.<^/t, 

'  r/cos-y  =cosÇ(/!7  ;   r/cosv  =cosÇ^t;  </cosÇ=  — cos-yf/^  —  cosv^/t. 

Eu  égartl   aux  formules  (t6),  (17),   (18),   (22),  (23),   (24},  les  rel.i- 
tions  (23)  donnent 

e    =  —  ££  ; 
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ce  sont  les  seules  conditions  nécessaires  pour  (pie  les  relations  (aS) 
soient  vérifiées. 

Maintenant  nons  pouvons  imposer  aux  quantités  K  et  T,  définies 
|iar  les  égalités 


(a5  his j 


R  —  ^       T  —  * 

lia  dz 


la  condition  d'être  positives. 

Or,  d'après  les  formules  (i5),  (18)  et  (aS),  et  les  relations  {2()),  on  a 


>7) 


R  =  £"^ 


„H  (U|-f-Vl  +  W|)' 


y/«'  -)-   (»2  -4-  «.' 


T=  —  £e'£"T^  («^  -+-  t^'  +  H'*). 


Les  quantités  R  et  T  devant  être  positives,  on  a  les  conclusions  sui- 
vantes : 

H  i   £'=  —  £,      si     A  >  o, 

SI     -  >  o,  £"=-(-  t      et   { 

'^  (  £'  =:  -t-  e,     si     A  <  o; 

H  (  £=  —  £,     si     A  >  o, 

SI     —  <  o.  £'=  —  I      et  < 

"^  f   £'  =  +£,      si      A  <  o. 


11.   En  résunif,  nous  avons  les  formules  qui  snivenl. 
On  a  posé  : 


1   M,  =  du,      ;/o  =^  d^u, 
[)     i   V,   =  di>,       \>^  =  r/^i',        (2)      A  = 


du  df 


du. 


-,     'W   -  - 

dv'        ^2-./, 


II 

t' 

(V 

A  = 

"1 

(', 

fv, 

«0 

t'i 

"'2 

dà. 

dû, 

(4)        H  =  -  (Ur/»M -4-Vr;^'(^-+- Wc^Hv), 


2/,. 


i88 

f\  l'on  a  alors 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 


(3 


:ini 


(IV) 


f  _  r  _  _i 
U         V        w 

d.r         dy  dz 

ïJT  ~  v^  ~  Ws 


COS>  COSp  COS-J 


•WH; 


■  y  a'  -f-  p'  -I-  »' 
cosa    cosp    COS7  I 

COSE        rOS)7        cosC 


pW,-<vV,   «■U.-aW,   «V,-<'U,   ,"y/„>+^.^.«''  s/U^H-V^+W, 

«icosX  rfcOSfi  rfcosv  1 

«■V:— pW,  ■"  «w,  —  nU,  ~  «'U,—  «V,  ^ 

rfcosx        rfcosp        rfcosy 


;«'  +  •'' 


pW,  —  (vV,         r.'U,  —  aW.         «  V.  —  pU 


£'(U--l-V5-rW.;) 


^?  =  a^^-^ 2 


U,A 


\ju'' 


u~^y 


(U'+v;-(-wi 


"T  =  —  ££     J— ^ ;î -i  . 

M    -t-  P    +  W 


,  ,    ,,  i  V  «'  -I-  P^  +  "'' 


u;+v;+w^ 


^'      y'n'  -H  p'  +  <i'' 
T  =  —  ££'£"  — (îr  +  V-  H-  w"). 


Les  lettres  £,  e',  £"  désignent  ±  i;  ainsi  on  a 

•c  =±:  I,      £'=  ±  I,      c"±  I. 
J  ai  adopté  des  lettres  différentes  pour  conserver  au  choix  des  signes  -f- 
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et  —  toute  rindépeiulance  qu'il  |)eiil  avoir;  les  radicaux  doivent  être 
pris  en  valeur  absolue. 

Remarque  I.  —  Dans  les  foi  mules  qui  précèdent,  les  coinhiiiaisous 
des  quantités  £,  e',  s"  ont  été  faites  de  manière  à  vérifier  conslamineiit, 
en  grandeur  et  en  signe,  les  relations  importantes 

dœ  =  (1s  cosa,      r/cosX  ■=  cosÇ^/t; 
(Ycosa  =  cos^r/ir;     ^/cosS  =  —  cosar/<j  —  cosXr/r; 


Remarque  II.  —  Si  l'on  assujettit  les  quantités  R  et  T  à  être  posi- 
tives, on  a  les  conditions  suivantes  : 

[     ,  •       .  „  H 

l  £   =  —  £,      SI     A  >  o;        £    =  -I-  I,     SI      -  >  o, 

(VII)        <  "^ 

i  H 

[£'  —  -+-£,     si     A  <  o;        £"=—!,      si     -  <  o. 

Remarque  III.  —  Les  formules  précédentes  ne  sont  pas  applicables 
aux  développables  circonscrites  au  cercle  imaginaire  de  l'infini  [voir 
la  note  1). 


§  IIL  —  Cône  droit  osculateur. 

12.  Nous  appellerons  cône  droit  osculateur  en  M  un  cône  ayant 
son  sommet  en  iM  et  touchant  trois  plans  tangents  infiniment  voisins. 

Nous  pouvons  définir  ce  cône  par  son  sommet,  dont  l'équation 
langentielle  est  celle  du  point  M,  savoir  : 

(i)  vx  -t-  K>y  -h  '^z  —  1  =  0, 

et  par  une  sphère  dont  l'équation  langentielle  sera 

(2)  [av  +  h'Ç  +  ciîJ)  —  t)"  =  ^■■'(t)^  -I-  -i;^^  4-  ^'^); 

V),  V,  ^  sont  les  coordonnées  tangentielles  variables;  a,  b,  c  sont 
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les  coordonnées  ponctuelles  du  centre  de  la  sphère  (2);  A  est  son 
rayon. 

Exprimons  maintenant   que    la   sphère  (2)  touche   les  trois  planï 
tangents  ii\finiment  voisins  : 

u,   i>,  Tv);      (u -h  du,   v -h  di>,   w -h  dw); 
{u  -h  2du-h  (Pu,  \>  -h  idi"  +  r/^f,  îr  +  2dw  +  d-w)\ 

on  a,  après  avoir  extrait  la  racine  carrée, 


au  -\-  hv  +  C\K>  =  I  -(-  ^  y  ((-  -+-  (>'  -+■  w  f , 

\a{ii  +  (lu)  +  l>[v  -+-  dv)  -+-  c{\\'  -+■  dw) 


(2)|      =n-av'("  -I-  du)'^  -^-  (c  -f-  dv]^  +  (w  +  dwY , 

^  a[u-\-  2 du  -H  d^u)  -h  b{v  -{-  2(iv  —  d-v   -h  c(w  +  idw  ^-  d'^  iv) 
=  I  -^A\  M-\-idu-^d'^uf  -{-[v-\-2dv-^d'-Vj'^ -^[\v-ir2dw-ird'-wY ; 

A  représente  plus  ou  moins  la  distance  du  point  [a,  b,  c)  au  plan 
(t>,  v>,  ^  ;  pour  trois  plans  infiniment  voisins  et  quelconques,  cette 
distance  ne  change  pas  de  signe  :  on  doit  donc  attribuer  le  même 
signe  aux  radicaux  qui  entrent  dans  les  équations  (3).  Mais  ces  trois 
équations  simultanées  peuvent  se  remplacer  par  les  suivantes,  dont 
les  deux  dernières  ont  été  obtenues  en  ditférentiant  successivement 
la  première  : 

I      au  -h    bv    -h    cu'    =iH —  -(m^  -f-  f'  -4-  U'-], 


(4) 


adu   ^-  bdv  -)-  cdw  =  {udu  -\-  vdv  ■+-  wdiv], 

yo'-H  f'-(-  «•- 

ad'-u-i-  bd^v-h  cd'^w^  =  (  ud'u  +  vd'v  +u'<y-iv 

y  «'  4-  p-  -i-  tv-  \ 


Pour  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  a,  b,  c,  multiplions-les 
par  U,  U,,  Uj,  puis  |)ar  V,  V,,  Vj,  enfin  par  W,  W,,  W^,  et  ajoutons; 
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eu  égiud  aux  notations  du  n"  5,  il  viont 

[  «  A  =  n  +  _.i_  r«A  +  u,  HLtIi±Zl  I , 
(5)        UA  =  v  +  -=â=U^v,HlilI±^], 

f  c A  =  W  +  -=^^=  r„,A+ W,  HI±I1±Z1 1 . 

Les  formules  (II),  (III),  (V)  du  n"  11   permettent  d'écrire  conimo  il 
suit  les  équations  qui  i)récèdent  : 

!a  ^=  jc  -h  £a\  cosX  —  cosK  —  h 
^  h  =j  -i-  SA  Tcos^u  -  cos/3  ^1, 
c  =  z  -h  £<SR    cosv  —  cosy-T^    • 

F-es  équations  tangentielles  du  cône  droit  osculatcur  sont  alors 

Iox  -f-  V ;■  -h  \^z  ~  I  =  u, 
[  oJcosX  -  ^cosa^  -4-t;;  /cosp.  -^  cos|3\  +«*?  (cosv-  J  eus-/]  T 
=  O^  _j_  ^2  _^  ^2  . 

la  seconde  des  équations  ^7)  représente  un  cercle  a  l'infini  inscrit  dans 
le  cône  osculatenr. 

Ce  cône  doit  évidemment  toucher  le  plan  (m,  v,  w)  suivant  la  géné- 
ratrice (ou  tangente)  a,  |3,  7;  l'axe  de  ce  cône  est  donc  situé  dans  le 
plan  rectifiant.  La  vérification  de  ce  fait  sera  d'ailleurs  facile  à  l'aide 
des  formules  que  nous  allons  établir. 

15.  Déterminons  maintenant  l'axe  de  ce  cône  el  son  angle  au 
sommet. 

Désignons   par  5  le  demi-angle  au  sommet  (angle  aigu)  du  cône 
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droit  osculaleur;  par  «',  ,3',  7'  les  angles  de  son  axe  avec  les  axes  de 

coordonnées. 

Puisque  le  centre  de  la  spbère  inscrite  est  évidemment  sur  l'axe  du 
cône,  on  a 

cosa'  cosp'  cosy'  sin6 


f8) 


è  _  ,  c—  :  A 


Il  est  entendu  que  a',  jS',  7'  désignent  les  angles  que  faii,  avec  les 
axes  positifs  de  coordonnées,  le  demi-axe  du  cône  osculateur,  pro- 
longé à  partir  du  sommet  M  de  manière  à  faire,  avec  la  demi-droite 
définie  par  les  angles  «,  |3,  7,  un  angle  aigu  5;  d'ailleuis  les  angles  a, 
j3,  7  sont  donnés  sans  ambiguïté  par  les  formules  (III)  du  n°  11. 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  (6)  dans  les  équations  (81,  il  vient 

[  cos«'  =  ê,€  sin5     —  coss:  —  cos).    1 

(9)  '!  cos/3' =  £,£  sinô    -|^  cosjS  —  cos|u.    1 
I   COS7' =  £,£  sinS    —  COS7  —  cosv     ; 

c,  désigne  ±:  i ,  et  se  trouve  introduit  à  cause  de  l'indétermination  du 
signe  de  A.  Nous  allons  choisir  e,  par  la  condition  que  l'angle  6  est 
aigu,  et  que  oc',  j3',  7'  définissent  la  direction  du  demi-axe  faisant  cet 
angle  aigu  avec  la  demi-droite  (a,  /3,  7). 

En  multipliant  les  équatioiis(9)  par  cosa,  cos/3,  COS7  et  eu  ajoutant, 
on  trouve 

(10)  COs5  ^  £,c  S!U5  — ■ 

Or,  d'après  les  formules  {V)  du  n"  11,  on  a 

par  conséquent, 

(il)  tangS  =  -  £,£'A-5^ ■ — 4- 
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I/angle  Q  élant  aigu  par  convention,  sa  tangente  <ioil  èire  positive; 
mais  lions  avons  vu,  n"  1 1,  Reinanjuc  II,  qu'on  doit  prendre  £'  =  —  £ 
ou  £'=  -f-  £,  suivant  que  A  est  positif" ou  négatif;  d'a|)rès  cela,  le  pro- 
duit (  —  £:' A)  est  toujours  positif;  par  suite,  en  supposant  e,  =  £, 
l'expression  de  laiigS  sera  toujours  positive,  eu  égard  aux  conventions 
faites. 

Ainsi,  les  angles  a',  jS',  •/',  ai>ec  les  a.xes  positijs  de  coordonnées ,  du 
demi-axe  du  cône  droit  osculateur  jcdsant  /'angle  mgu  0  avec  la 
denu-droiie  diffinie  par  les  angles  a,  [i,  7,  seront  donnés  sans  ambiguïté 
par  les  jormules  suivantes  : 

c()sa'=  sinSI-^cosa  —  cosX  Jî 

COSp'  =  sillÔ  (  -^  C()S,3  —  COSfJLJ  , 

cosy   ^  SU!  j  I  —  cos-y  —  csv 
et  l'angle  aigu  5  est  donné  par  la  formule 

(,3)  tang5  =-=--££  A^ 

(U;  +  V;'  +  W  = 

D'ailleurs,  si  l'on  pose 


.      .  da  ,  eh 

sin5  =  -—^     COS&  =  -p. 


et,  eu  égard  aux  formules  (V)  du  n"  li. 


^     ,         s's"             ^Ju'+v'-^w-                           ,               se"          v/D'  +  V^j  +  W^ 
SUl6= ^^ »      cos&  = 


Mais  l'angle  6  est  aigu  |)ar  déiinilion;  son  cosinus  et  son  sinus  doivent 
donc  être  positifs,  c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir  à  la  lois 

£2£'£"A>o     el      —  £c"£2>o; 

Tome  XVll  (j'  série).  —  Juis  i87'2.  23 
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or,  comme  e'  =  —  s  ou  t'  ^  -h  £,  suivant  que  A  est  positif  ou  négatif, 
on  voit  que  ces  inégalités  seront  toules  deux  satisfaites  si  Von  prend 
£3  =  —  ££".  Par  conséquent,  on  aura  sans  ambiguïlé 

(iZ()  sinÔ  =  -^!     c()s5  =  ;t-i 

après  avoir  jiosé 


(i5)  rf'j)  =  —  £e" \d'z'' -¥■  dx- . 

1  i.    Ainsi,  en  résumé, 

Les  équations  tangent  telles  du  cône  oscillateur  en  M(.ï',  j^  z)  sont 

I                                       -ox  -\-  -çj  +  ^Z  —  1  =  0, 
(Vil)  I     ofcosÀ— T^cosaj  4--<?(cosu. r^  cos^j  ■-h'K'f  cosv  — -^  cosyj 

(  =  t?^  -r  1?=  H-  ^-  ; 

O,  •»?,  '^  sont  les  coordonnées  tangentielles  variables. 

Désignons  par  5  Vangle  aigu  que  fait  le  demi-axe  du  cône  oscula- 
teur  avec  la  demi-droite  di'finie  par  les  angles  a,  /3,  ■/;  représentons 
par  a',  /S',  y'  les  angles  que  fait,  avec  les  axes  positifs  des  coordonnées, 
le  demi-axe  que  nous  venons  de  définir.  Si  l'on  pose 


(  1  )     (t'co  =  —  ££  "  v'Wg  -  -I-  dr' , 
on  aina  sans  ambiguïté 

(VIII)       (   (2)   ^'"^  =  ;^;'    '""'^^dZ'    '^^"8^  =  57' 

I  cosa' =  cosacosô  —  cosÀ  sinô, 

1     (3)     <   coSf5' =  cosjS  cos5  —  cosfxsinô, 

'  COS7'  =^  cos'y  cos5  —  cosv  sinô; 

les  quantités  x.  j3, -y,  r/7,  dz  sont  déhnies  par  les  formules  du  n"  11, 
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et  les  £,  £',  i"  ont  loujoiirs  la  sigiiificalion  précisée  dans  lii  FcDinKjiir  II 


Il  même  rmmeio. 


lo.   Je  rappelli-rai  les  propriélés  Miivanles  bien  connues  : 
1°  La  ijiinntité d(ji  est  l'angle  de  deux  normales  infiniment  voisines; 
2"  L'axe  fia  cône  droit  nscidntcur  est  l'intersection  de  deux  plans 
rectifiants  infiniment  voisins. 

J'ai  déjà  dit  qn'on  uomtui^  plan  rectifiant  le  plan  mené  parla  tan- 
gente (a,  j3,  ■^)  à  l'arête  de  rebroiissenient  perpeiKliculairement  an 
plan  osciilatenr  correspondant  ;  ce  plan  osculatcur  n'est  antre  que  le 
plan  tangent  [u^  v,  w)  à  la  développahle. 

Ces  plans  etiveloppent  nne  siirlace  développahle  (pii  a  été  nommée 
développahle  rectifiante,  d'après  cette  propriété  évidente  que  la  nnnbe 
primitive  est  une  ligne  géod.  siqne  de  cette  développahle. 

3°  L'axe  du  cône  osculateur  est  donc  une  gênera tiice  de  la  déve- 
loppahle rectifiante. 

/j"  Si  l'on  considère  un  point  quelconque  I  de  la  génératrice 
MG(a,  |3,  y)  appartenant  à  la  snrface  développahle  considérée,  le 
rayon  de  courbure  R,  de  la  section  principale,  faite  en  ce  point  tlans 
la  surface  développahle,  a  pour  valeur  r/ tango;  <Y  est  la  distance  du 
point  considéré  I  au  point  correspondant  M  de  l'arête  de  rehrousse- 
menl;  0  est  le  demi-angle  au  sommet  du  cône  osculateur. 

On  voit,  en  outre,  que  le  centre  de  courbure  se  trouve  sur  l'axe  du 
cône  osculateur;  de  sorie  que  : 

La  développahle  rectifiante  est  le  lien  des  centres  de  courhnre  prin- 
cipale pour  la  surface  développahle  primitive. 

Quoique  le  sujet  ait  déjà  été  abordé  plusieurs  fois,  il  y  a  tlonc 
quelque  intérêt  à  revenir  un  peu  sur  la  développahle  rectifiante;  ce 
sera  l'oljjet  du  paragraphe  suivant. 


a5.. 


igG 
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§  IV.    —   Développahle  rectifiante. 


16 

trois  (1 


(3) 


(4) 


Je  rappellerai  d'abord  les  relations  suivantes,  qui  existent  entre 
irections  rectangulaires  (a,  ]3,  y),  (),,  fx,  v),  (2,  vj,  Ç)  : 


/    toS^K  +  COS^jS  -I-  COS^y  r:;   I  , 

1  oos^Ç  -+-  cos-ij  +  cos^Ç  =  I, 

I  cos^  X  4-  cos^  pi  +  cos^  V  =  I  ; 

1  cosa  cosÇ  +  cos|3  cosv;  +  cosy  cosÇ  --^  o, 

I  cosa  cosX  +  cos^  cos^  -f-  cosy  cosv  -■=  o, 

\  cosX  cos|  +  cosp.  cos/j  +  cosv  cosÇ  =  o; 

/  cos-a  -I-  cos-Ç  -+-  cos"),  =  i , 

[    COS^P  -1-  C0S->5   +  COS°|U.  =:   I  , 

I  ces* y  -h  cos-Ç  +  cos-v  =  i; 
1  cosa  cos|3  -+-  cosS  cos-zj  +  cosX  cosp.  =  o, 
f  cosa  cosy  -+-  cosS  cosÇ  +  cosX  cosv  =  o, 
\  cos]3  cosy  +  cosyj  cosÇ  ~\-  cos/j,  cosv  =;  o. 

cosX     cosp,     cosv    I 

cosa     cos|3     cosy   |    =  £„,        £„  =  ±:  i . 

cosÇ      cos>3     cosÇ   ' 

cosX  =  £o  (cos|3  cosÇ  —  cosy  cosyj  ), 
cosjx  =  £„  (cosy  cos|  —  cosa  cosÇ), 
cosv  =  £o{<-"osa  cos'/j  —  cos^cos^); 
cos^  =  tf,[cos[i.  cosy  —  cosv  cos(3), 
cosïj  =  £o(cosv  cosa  —  cosX  cosy), 
cosÇ  =  £o(cosX  cosj'5  —  cos|m,cosa); 
cosa  =  £(,(cosy7  cosv  —  cosïj  cos|x), 
cos^S  =  £„(cosÇ  cosX  —  cos^  cosv  ), 
cosy  =  £o[cos^  cosjii  —  cosÇ  cosX). 
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Oi)  a,  en  outre,  les  relations  déjà  citées  plusieurs  fois  : 

/  rfx  =  f/j  cosa,      (/.cnsa  =:  cosHr/(7, 

l  dy  =  ds  cosp,      d.cos^  =  cos/3^7, 

1  dz  =:  ds  cof< y:  d.cosy  =  cosC<:/it: 

(5)        {  /  /  - 

1  d.cosl  =  cosçr/r,  r/.cos^  =  -  cosadtj  —  cosX  <Yt, 

I  d.cosyL=  cosridz,  d.coar]  =  —  cosj3f?a  —  cos|X(/t, 

\  rf.cosv  =  cosÇ<Yt;  </.cosÇ  =  —  cos-y^a  —  cosvf/r. 

17.   En  désignant  par  a', /3',  y'  les  angles  de  l'axe  du  cône  osculafeur 
taisant  Vanille  aigu  0  avec  la  droite  (a,  /3,  y),  on  a  trouvé,  n"  14, 

Icosa'  =  cosa  cosO  —  cosX  sin9, 
cos[5'  =  cos|3  cos5  —  cosjx  siii5, 
cosy'  =  cosy  cosô  —  cosv  sin5; 


(vm 


.      .  drs  -  rfr  ,  dis 

sinS  =:  --,     COS&  =  — )     tang&  —  — ; 


\      (3)  dui  —  —  £i"\/dG^  -+-  dz^ . 

Constatons  d'abord  que  l'axe  du  cône  osculnteur  est  l'intersection 
de  deujc  plans  rectifiants  infiniment  voisins. 

Le  plan  rectifiant  passe  par  le  point  {x,j-,  z)  et  a  pour  axe  la  nor- 
male principale  (S,  ri,Ç);  son  équation  est  donc 

(i")  (X  —  x)  cosÇ  +  (Y  —  j)  cosïj  +  (Z  —  2.)  cosÇ  =  o; 

en  différentiant  cette  équation  et  en  ayant  égard  aux  relations  (5) 
et  (i)  du  n°  16,  il  vient 

(2")     (X  —  x)d.cosS,  +  (Y  —  y)d.cos-f)  h-  (Z  —  z)d.  coaÇ  —  o. 

Ces  deux  équations  déterminent  l'intersection  de  deux  plans  recti- 
fiants infiniment  voisins;  or  cette  intersection  est  parallèle  à  la  droite 
a',  (3',  y'),  car  on  constate  inunédiatement  que  celte  dernière  droite 
est  perpendiculaire  aux  axes  des  deux  plans  (i°)  et  (2"),  c'est-à-due 


igS  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

qiioii  a 

(  cosa'  cos^     +    coS|3'  cos-/j    +   cosy'  cosÇ    =■  o, 

(  cosc/.'d.cos^-i-  cna^'d.co&Yi  -+-  cosy'd.coi,/]  =  o. 


(3° 


18.  Nous  désignerons  les  éléments  de  l'arële  de  rebrousseiiicnt  dt' 
la  développdhle  rectifiante  par  les  inêiTies  lettres  que  |n-écéden)nient, 
en  les  accentuant.  Ainsi  nous  représenterons  par  : 

x',j',  z'  les  coordonnées  du  point  M'  intersection  de  de-nx  généra- 
trices infiniment  voisines  de  la  développable  rectifiante; 
M'  sera  le  point  corret pondant  au  |ioint  M; 
a',  /B',  7'   les  angles  de  la  tangente  en  M'  à  l'arête  de  rebronssement 

de  la  développable  rectifiante; 
X',  y.',  y'   les  angles  de  Taxe  du  plan  osculateur; 
ç',  Ti',  Ç'  ceux  de  la  normale  principale; 

ds'        l'élément,  en  M',  de  l'arête  de  rebronssement  de  la  déve- 
loppable rectifiante; 
d^'        l'angle  de  deux  tangentes  infiniment  voisines; 
dz'        l'angle  de  deux  plans  oscidateurs  infiniment  voisins; 
5'         l'angle  au  sommet  du  cône  droit  osculateur  à  la  rectifianie. 

19.  Le  plan  rectifiant  de  la  développable  prinntive  est  précisemeni 
le  plan  qui  enveloppe  la  développable  rectifiante  :  il  est  donc  son  plan 
osculateur;    par  conséquent, 

iHo  cos)/  =  cos^, 
£2  cosa'  :=  cos  y;, 
£2  COSV'   =  COSw. 

Les  valeurs  de  cosç',  cos/;',  cosÇ'  seront  données  par  le  second  groupe 
des  formules  (4)j  n"  16,  en  ayant  égard  aux  formules  (1),  n"  17,  et  (6), 
n"  19;  on  trouve  ainsi 

I    £3  cosç  =  —  (cos/.  cos5  +  cosa  siny)  = :, 

k  dut 

(7)  i   £3  cos/;   —  —  (cosu.  co>&  +  cosp  SUIS)  = 


■^1  /  r  ■      r,  d.cOsK 

£3  cosÇ  =  —  (cosv  COS&  -(-  coï.y  sinoj  — 


d(a 

du 
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cnr  l'emploi  des  formules  du  n'"  IG,  pour  des  systèmes  différents 
«,...,  X,...,  Ç,...;  a',...,  X',...,  ?',...  de  directions  rectangulaires, 
donne  lieu  à  l'introduction  de  plusieurs  facteurs  ig,  4  dont  nous  dési- 
gnons le  groupement  [lar  £3. 

20.  Calculons  maintenant  (^/.cosa',..  ;  f/.cosX',...  ;  r/.cos^', — 
La  première  des  relations  (1),  n°  17,  donne 

d.cosa  =^d.cos(x  co&O  —  sinôrf.cosX  —  (cosa  si  11 6  -i-cosX  cos6)d6; 
eu  égard  aux  relations  (5j,  n°  16,  et  aux  relations  (a),  n"  17,  on  trouve 
la  première  des  égalités  suivantes  : 

rf.cosa'^;— (cosasinÔ-hcosX  cos(5)c/Ô=  ^</.cos5  =cos|',r/5.ej, 
(8  )    •  r/.cos|3'=— (cospsin5-+-cosfjLCOs5)r/5=  — r/.cosïî  =  cos»î'.(^/5.€,, 
(^/.cosy'  =  — (cosy  sin5-(-  cnsv  co<,d]d6—  —  (Y.cosÇ=C()sÇ'.flf5.ej. 

Des  relations  (6),  n"  19,  et    5),  n"  16,  on  coitclut 

.   End. cosï.'  =d.cosç  =  —  cosada  —  cosX  dt  —  £,  cos^'.^^w, 

(9)     I  £jr/.cosfi'  =d.cosri  =—  cosfida  —  cos^idr  =  £j  cosrj'.dcû, 

(  i.,d.cos-/  =  <^.cosÇ  =  —  co^^/du  —  cosv  rk  —  £3  cosÇ'.r/w. 

Enfin  des  relations  (7),  n"  19,  nous  tirons 

£,  (7.  cos^'  =  —  cos5  r/.cosX  —  sin  5r/. cosa -t-  (cosX  sinS  —  cosa  cos,Q)d6  ; 

puis,  en  ayant  égard  aux  relations  (5),  n"  16,  (i)  et  (2),  n"  17,  on  a  la 
première  des  égalités  qui  suivent  : 

i   £sr/.cos?'  =  — cosa'rfS  —  cosl^oj  =  —  cosa' dô  —  f^cosX'^^co, 

(ro)        £3r^.cosï5'=:— cos/3^5  —  cosyjr/w  =  - cos|3'^5  -  EiCos/aWw, 

I  Ejrf.cosÇ' =  -  cosyrfS  —  cosÇr/sj  =  —  cosy'^/ô  —  £j  cosvVco. 

21.  Des  valeurs  (8)  et  (9)  on  déduit 

da'  =  v/(rf.  cosa'  )»  +  (^/.  cos  §'Y''-^Td~c^y'Y  =  ±  dÔ, 


dz'  =  ^(f/.  cosX')*  -t-  {d.  cos^')»  -I-  {d.  cosv')'  =  ±  V^ff '  +  dr'  =  ±  dis>. 
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Comme  il  importe  de  vérifier  toujours  les  relatious  types 

.   d.coAu'  =  cosH'^c'; 

(il)  ^/.cos)/=:  cosç  d-' ; 

<Y.cos|'  =^  —  cosa'dr;'  —  cos)/ <■/-';  . 

on  voit,  d'après  les  valeurs  qui  précèdent  (7),  (8),  (9),  (10),  qu'on 
devra  prendre  en  grandeur  et  signe 

i  d'j'  =  e^dô, 
(12)  ; 

(   r/r'  =  Êo^a'^w. 

Si  l'on  iissujettit  tangS'  =  -^  à  être  positif,  on  voit  qu'il  faudra  prendre 

(  co  =  -  £=",      si     d$  >  o; 
126/^)  { 

(   £2  =  ££  ,  SI     r/S  <  o. 

On  pourra  encore  disposer  de  £3  pour  rendre  R'  et  T'  positifs. 

22.   Désignons  par  x',j'\  z'  les  coordonnées  du  point  M'  que  nous 
dirons  correspondant  au  point  M',  n"  18;  on  aura 

I  .x'  =:  X  +  l  cosa', 

(i3)  -  y  =  r  -f-  /cosjS', 

z'  =  £  +  /cosy'; 

a',  |S',  y'  désignent  toujours  le  demi-axe  du  cône  osculateur  tel  qu'il  a 
été  précisé  ci-dessus,  n"  14;  x,j-,  z  sont  les  coordonnées  du  point  M; 
/  est  la  distance  du  point  M'  au  point  M,  cette  distance,  comptée  à 
partir  du  point  M',  étant  regardée  comme  positive  ou  négative,  suivant 
que  le  point  M'  est  sur  la  demi-droite  définie  par  u',  |3',  y',  ou  sur  le 
prolongement  de  cette  demi-droite. 

Pour  obtenir  Ja  longueur  Z,  nous  différentierons  les  égalités  (i3j  en 
regardant  x',y',  z'  comme  invariables;  on  trouve  ainsi 

o  =  dx  -+-  /</.cosa'  -+-  cosa'dl, 
o  =  dj  -f-  Id.  cosjS'  -i-  cosjS'c?/, 
o  ^:z  dz  -^  l  d .  cosy'  ■+-  cosy'c?/; 
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d'où  l'on  conclut,  par  l'éliiniiiation  de  dl, 

dscosx  ■+-  lef.cosa.'  rfîcosp  -(-  /rf.cosp'  ds  cosy  -+-  /rf.cosy' 

cosa'  fosp'  COS7' 

I.a  comparaison  des  ileux  derniers  ra|)ports  donne 

(Y.f(cc)Sj'B  cosy'  •     cosy  cosp')  =  /(cos^'^.cosy'  —  cosy'^.cos|3') 
Si  l'on  a  égard  aux  relations  (i),  n"  17,  (8),  n*"  20,  il  vient 

fis  s\nO  —  IdQ, 
d  où  l'on  conclut 

f/,çsiii6         (hda 


(<4)  .       /  = 


d9  dw 


Pour  obtenir   l'arc  ds\   nous  différentierons  maintenant   les  éga- 
lités (i  3)  en  faisant  varier  toutes  les  quantités,  ce  (|ui  donne 

(fx'  ==  r/x  -h  1(1.  cas  C('  -+-  cosaV/Z, 
ou,  d'après  les  relations  (S),  n"  16,  (8),  n"20,  (iZj),  n"  22,  (1),  n^'  17, 

dx'  =  ds  cosa  —  c/jsin5(cosa  sin9  +  cos/cosô)  -+-  cosa'r//, 
({x'  =  <^/j  cosS(cosa  cos5  —  cos/.  sinô)  +  cosaV// 
=  CO& Cf.'  cosôds  -h  cosa'r//; 

on  a  donc,  en  définitive, 

/  dx'  =  cosa'(cosSr/5'  +  dl), 

(i5)  I  (Y^' =  coS|S'(cosô^* -I- c//), 

(  dz'  —  cof^Y  {cosQds  -+-  dl). 

On  conclut  de  là 

ds'  =  i,  [cosOds  -+-  dl)\ 

comme  il  nous  faut  vérifier  les  relations 

(16)  dx'  =  ds'  cu^x',     dy  —  ds' cou ^' ,     dz' —  ds' co^-f , 

Tome  XVII  (2"=  série).  —  Juin  iS^q.  ^6 
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il  en  résulte  e,  =  h-  i ,  et,  par  suite, 

(17)  t/s' —  cosO i/s -h  dl 

Enfin    si  l'on  i)ose 


sin9 


(18)         lia'  =  -  ez"B.2B3\Jd<j'^  -+-  dz'^  —  —  Bî"i2h\dO-  -+-  d'»- , 

on  aura,  d'après  les  formules  (VIII)  du  n°  17,  en  désignant  pai  0'  un 
angle  aigu  positif, 

-,  du'  .      .,  dn'  ri  '^'^' 

tango  =  -^1     su)9   =t-??     cos&    =  t^' 

°  dr  «M  ao) 

c'est-à-dire 

,        ,  ,,  </9  .      ^,  d6  ,,  dra 

fiQ)  tang&  =£„—-,     SM15  =£,—-,     cos5   =£2£3-r",  • 

23.   En  résumé,  nous  aurons,  pour  la  déi'e/oppable  rectifiante,  les 
formules  suivantes  : 


[vm; 


(IX) 


cosa'  =  cos«  cos5  —  cos>.  siiiô, 
cosjS'  =  cos^cosS  —  cosf/,sin6, 
cosy'  :=  cosy  cos5   —  cosv  sin5; 

•     A  da  ,  (/t  -  da 

sme  =  --,     COS&  =  -ri     taiieo*  =  -7-; 

du  diit  ^  rtT 


(  3  )  dtji  =—  Si"  \jd<7  ^  -\-  dx- . 

iSj  cos).'  =  cos^, 
£2  C0S|JL'  =:  COSVJ, 
£3  cosv'  =  cosÇ; 

£3  cos^'  = —  (cosasinô  -1-  cos).  cos5)  = 


2)     <   £3  cos-/3'=  —  (cos|3  sinô -4- cosp.  cos5)  = 


d . cos  2 

dû) 
d  .cosn 


...                   ,                     .       r                                       r\            rf.COSÇ 
£3  COSC    ^  —     COS7  SUl  &   +  cosv   COS&      =: • 


(') 
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d.cosot.'  =  —  (cosa  sii)5  +  cosX  cos6)riô 

=  -j-d.cosS,  —  cos£'r/S.£,, 
(f.cnsfi'=  —  (cosjS  sinô  -I-  cosjU,  cosÔ)r/5 


2o3 


=  -p  fi .  cos/;  =  cos/;  fl5  .  £•,, 
(Lcoay'  =:  —  (cos -y  sinô  -f-  cos  y  cof>0)dS 
=  -^d.cosC  —  cosCV/;/.£,  ; 

nw 

I  £2f/.cosX'  =  r/.cos|  =  —  cos«/y(7  — cosXr/T  =  £8  cosS'rfw, 

(2)    J  £..^/.COSfJL'=(/.COSr7  =  — COS|Sr/(7  — COSfX<3fc=:£5  cosy)'</w, 

'  £2^.cosv'  =  rf.cosÇ  =:  —  cosyc/c  — cosv  r/T  =  e3  cosÇ'<^w; 

iEjr/.cosË'  =  — cosa'c^iS  — cos^r/w  =  —  cosaWô  — EoCosX'rfu, 
£j<Y.COS»3'=— COSjSV/Ô  — COS/3rfw=    -  COS/3V/6  — £2COSU.'^&J. 
£3(^.005^'=  — cosy^fS  — cosÇ^/w=  —  cosy'<fi9— EjCOsvV/w. 
I  jc'  =  jc  -+-  /cosa', 
(i)  ^  j'  =  j  -f-  /cos/5', 
z'   .—  z.  -f-  /  cos  y'  ; 
^j  sinS 


</9 


Xli 


(2)         / 
j  (3)     ds'  =  cosQ  ds  +  dl; 
(4)      dç'  —  ijdô,     dr'  —  £213^/(0; 


(5) 

(6) 


<^w'=  —  ££"£2 £3  y/dô'^  +  c^oi 


i.,——  c£",     si     r/ô  >  o, 

£,  =  ££"  si      dô  <^o, 

alors  langô'  est  positif; 


rangô=£2;^'     s.n5=£3^,     cos5' =  —  £2£,,. 


Nota.  —  Les  signes  ont  toujours  élé  déterminés  de  manière  à  vérifier 
les  relations  fondamentales 

djc'  —  ds'  cosa',     d.cosa'  =  co^^'da, 
d.cosX'  =  cosÇik',     d.cos^'  ——  cosa'd':'  —  cosl'dz'; 

26.. 
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Si  l'on  désigne  par 

T  la  tangente      i  ,    .                       ,»         .         „            ,        , 

^^  ,                ,  relatives  au  point  M  situe  sur  I  arête  de  rehrous- 

JN  la  normale      >  ,11.7 

„  ,     ,  .             ,     k  sèment  fie  la  deveioppahle  doiniep.; 

B  la  binormale  ]  '^' 

T' la  tangente      j   relatives  au  point  M'  (correspondant  de  Mj  situé 

N'  la  normale       ,>        sur  l'arête  de  rehrousseinent  de  la  développnhh 

R'  la  binormale  )       lecti/ianfe, 

on  a  les  relations  suivantes,  eu  égard  aux  formules  du  n"  25  : 

/  cos(T',T)  =  cos5,  cos(N',T)=:-e3sin6,      cos(B',T)  =  o, 

(XIl'l     <  cos(T',N;=o.  cos(N',  N)=o,  cos(B',  N)  =£,, 

(  cos(T',  B)=  -  sui5;      cos(N',  B' =  — £3  cosô;     cos(B',  B)  =  o. 

La  binormale  en  un  point  d'une  courbe  gauche  est  l'axe  du  plan 
oscillateur  en  ce  point;  par  normale,  nous  entendons  la  normale 
principale. 

24.  Les  formules  relatives  à  la  développable  rectifiante,  que  je 
viens  d'établir,  ne  sont  pas  nouvelles;  presque  toutes  ont  été  déjà 
données  par  M.  de  Saint-Venant  (3i''  Cahier  du  Journal  de  l'École 
Polytechnique,  iS^ô);  elics  ont  été  reprises  ensuite,  en  partie,  par 
M.  Voizot  [Journal  de  Mathématiques  pures,  t.  XV;  i85o;  p.  483; 
t.  XVII;  iBSa,  p.  253),  puis  j)ar  M.  Frenet  [Journal  de  Mathématiques 
pures,  t.  XVII;  1832:  p.  445)»  etc. 

Les  démonstrations  que  j'ai  données  sont  peut-être  un  peu  plus 
simples  que  celles  qui  se  rencontrent  dans  les  Mémoires  cités;  mais, 
si  j'ai  repris  la  recherche  des  formules  relatives  à  la  développable 
rectifiante,  c'est  moins  pour  simplifier  que  pour  établir  très-nettement 
la  correspondance  des  signes  et  leur  signification  précise,  de  manière 
à  vérifier  les  relations  jondamentides  que  j'ai  rappelées  plusieurs  fois; 
de  sorte  que  l'emploi  de  ces  formules  ne  laisse  subsister  aucun  em- 
barras pour  le  choix  des  signes  et  leur  interprétation,  ce  qui  a  une 
extrême  importance  dans  beaucoup  de  questions. 
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NOTE   I. 

2o.  Les  forimiles  démontrées  au  commencement  de  ce  iMémoire, 
et  résumées  au  n°  11,  se  présentent  sous  une  forme  indéterminée  lors- 
qu'on veut  les  appliquer  au  cas  où  la  développable  est  circonscrite  au 
cercle  imaginaire  de  l'infini. 

Cette  importante  variété  de  surfaces  développables,  sur  lesquelles 
je  me  propose  de  revenir  plus  tarrl,  présente  des  propriétés  particu- 
lières qui  méritent  d'èlre  étudiées.  Je  me  contenterai  d'indiquer  ici  les 
formules  initiales  qui  permettent  d'aborder  cette  étude  dans  le  système 
des  équations  tangentielles  et  <l'y  joindre  quelques  remarques. 

1°  Les  génératrices  de  cette  développabie  (c'est-à-dire  les  tangentes 
à  l'arête  de  rebroussement)  sont  pariillèlos  aux  génératrices  du  cône 
asymptote  de  la  sphère. 

2°  Si  l'on  considère  une  génératrice  quelconque,  mais  déterminée, 
le  carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  de  cette  génératrice  au 
point  où  elle  touche  la  deuxième  surface  à  laquelle  la  développabie  est 
circonscrite  est  constamment  ind. 

Je  n'ai  pas  besoin  de  faire  observer  que  celte  propriété  est  pure- 
ment algébrique. 

Pour  démontrer  ces  [)ro[)ositions,  je  lemarque  que,  d'après  l'hypo- 
thèse, la  surface  développabie  en  question  est  définie  pju-  deux  équa- 
tions de  la  forme 

,    u-  -\-  V-  -h  W'^  =^  o, 

\  f[ii,v,w]  =  o. 

Soit  [Uq,  Voi  iVq)  u"  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  (i), 
ses  points  de  contact  respectifs  avec  chacune  de  ces  surlaces  seront 

I   uUo-+-  vv^-h  ir»'„  =  o, 

(2j  •,  df  df  df  df 

\        dUo  dva  atfo         ar, 

on  a,  en  outre,  les  équations  de  condition 
2  bis)  •, 
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Ees  deux  psints  fa)  (léteriiiineiit  la  génératrice  correspondante  de 
la  surface  développable;  un  point  quelconque  de  cette  génératrice 
aura  pour  équation 

C^)   (I:  +  ^■"»)  "  ^  (  £  +  ^'")  "  +  (;!;  +  ^"■")  '^'  + 1  =  °' 

X  étant  une  indéterminée. 

Or,  si  l'on  désigne  par  x„,^„,  r.„  les  coordonnées  du  point  de  con- 
tact du  plan  langent  («„,  i>„,  i\\,)  avec  la  surfacey^(;i,  v,  n>)  =  o,  on  a, 
d'après  la  seconde  des  équations  (a), 

(4) 


j:„ 

y«         2o 

I 

If" 

~  df~  df  -' 

"  4f 

(lu. 

dv,          d(v, 

dr„ 

l'équation  (3)  |)ourra  alors  s'écrire 

(5)  (/X;/„  —  X„)  M  +  (jLl.t'n  -  Jo)^  ■+-  (,"-M'o  —  Zo)  W  +  I  =  O, 

en  représentant  par  [x  I  mdeterminee  —  ■ 

Par  conséquent,  on  aura,  en  désignant  par  jc,  y^  z  les  coordonnées 
du  point  (5), 

(6)  x  =  x^—  ixu„,     j  =  r„  —  rx('„,      z  =  r^  _  aw„  ; 
ce  qu'on  peut  écrire 

(6  bis)  (G)  ^-— :^°  =  ^-=:^  =  ^-^^ . 

Les  équations  (6)  définissent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  génératrice  correspondant  au  plan  tangent  fixe  («„,  v^,  m'o),  pour 
lequel  on  a  toujours 

(7)  «0  +  ''o  +  ï^o  =  o.     /(«o."o.  Wo)  =  o; 

les  équations  (6  bis)  sont  les  équations  de  cette  génératrice. 

Remarque.  —  Eu  égard  aux  équations  (7)  et  (4),  les  quantités  «0, 
4^0,  "o;  et,  par  suite,  les  quantités  a?,,,  j»„,  Zq  peuvent  être  considérées 
comme  des  fonctions  d'un  paramètre  arbitraire,  f  par  exemple;  d'après 
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cela,  les  coordonnées  .r,j-,  z,  définies  par  les  équations  (G),  seront  des 
fonctions  des  denx  variables  inde'pendaiites  t  et  fx,  et  détermineront  nn 
|)oint  qnelconquede  la  smface  développable  représentée  par  les  équa- 
tions (1).  Lorsque  t  reste  constant,  le  point  se  déplace  sur  la  génératrice 
correspondant  an  plan  tangent  [u„,  ('0,  w'o);  si  P-  ''cs'e  constant,  le  point 
se  déplace  sur  une  certaine  courbe  dont  on  obtiendrait  les  équations 
en  éliminant  t  entre  les  trois  équations  (6). 

i"  Si  l'on  mène  par  l'origine  une  parallèle  à  la  génératrice  G,  ou 
aura 

—  =  —  =  —)     d  ou     .r^  -I-  >-  +  z^  1=  o; 

a;nsi  les  génératrices  sont  parallèles  aux  génératrices  du  cône  asymptote 
de  la  sphère. 

2"  On  déduit  encore  des  équations  (6) 

or  fx  n  est  pas  infini,  car  /  est  arbitraire,  et  j-  n'est  pas  nul,  puisque 
J(u,  V,  w)  =  o  représente  une  surface  quelconque;  d'ailleurs 

"ti  +  ^0  +   "'n   =  "1 

par  suite 

(x  -  .r„)--f-  I  j  —J„Y-+-  (z  —  z-o)-  =  o; 

c'est  la  seconde  des  propriétés  énoncées. 


NOTE   IL 

yipplicntion  des  formules  qui  précèdent  à  la  suif  ace  dëveloppahle 
définie  par  les  deux  équations  tangentielles 

u'^ -h  i'- -t-  (A'-  =:  -,     n'-ir-h  h-i'--h  c'-i^'-  --=  1. 
26.    Les  .surfaces  représentées  par  les  équations  tangentielles 

(i)  «^  -4-  ('- -t-  (V-  =:  —,     a-n'--^  h-v-  -+-  c-i\'-  =  1 
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sont  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  plans  principaux  et  une  sphère  con- 
centrique. 


Nous  poserons 


A    =   /»•  —    6'",         A,    =;    I ;5 


(a)  I  B  =  c-  -a\     B,  =  I  -  ^, 


doù  il  résulte 


bis] 


C  =n^-  b\     C,  =  I  -^: 


A  -t-  B  -hC  =  o, 

n-A  -+-  /;-B-l-  c^C  =  o, 
AA,  +  BB,  -f-  ce,  =  o, 

AÂj4-  BBj  +  CC7  =  -  ^• 


Les  deux  équations  (i)  de  la  développable  donnent  lieu  aux  rela- 
tions suivantes  : 

I  Bw-  -  Cv-  =A,, 
(3)  Cm=  -  Aw-=  B,, 

f  Av-  —  hu-  =  C,; 


[  A,  II-  -h  B,  i»-  +  G,  w-  =  o, 
i  A,     .        B,     ,        C,      ,  A,B, 

I   A  B  C  AB( 

(4)  (AU,        B'B,        C'C,  A,  B,C, 


u  P  iv 

^2, ,,2    _ 


A,U'  -H  Bff-  +  Cf  vv-  = -M'' —  ■ 

27.   Des  équations  (i)  on  déduit 

udu  -+■  vdv  -H  wdw  =  o,     a-udu  -\-  b^vdv  +  c^wdw  =  o, 
d'où  il  résulte 
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En  désignant  par  dt  la  valeur  commune  de  ces  derniers  rapports,  on 


(5)  udu=.\df,     vdi>  =  Bdt,     n'dw  =  Cdt, 

et  l'on  pourra  regarder  u,  v,  n'  comme  des  fonctions  de  la  variable  in- 
dépendante t. 

Des  égalités  (5)  on  conclut 


(6) 


d-u=--  dt- ,  d'u^'i-  de, 

«'  II' 

d:^v=-'^dt\  d'i>  =  3~dt\ 

^•^„.=  _  £:f/i=.  d'w=3-^dt\ 

,,,3       '  ,1.5 


Si  maintenant  nous  avons  égard  aux  notations  du  n°  11,  on  a 


A  = 


u 

i' 

U' 

^dt 

u 

Idt 

^-dt 

-dC- 
11^ 

-^Idc- 

-^-dt^- 

en  ayant  égard  aux  relations  (3)  et  (4)  du  n°  26  et  aux  valeurs  (6)  qui 
précèdent,  on  trouve 


U  =  ^^/% 


\],  =  -^dt, 


,r.^[y^^dt\      (8)       V,  =-^rf/, 


:9)  A  =  - 


A,B,C, 


dt' 


w 


ABC, 


H  =  3 


'  \         -  liv 

ABC.A,B,C, 


» 


de-. 


\  v'U^;  4-  V"^  -+-  W5  =  ^,  vAl«'+  B>=+  C^v=, 


désignant  +  i  ou  —  i  suivant  que  uvw  est  positif  ou  négatif,  car  les 

Tome  XVll  l^i'  série).  —  Jcillet  1S72.  ^7 
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radicaux  qui  entrent  dans  les  formules  du  n°  1 1  doivent  toujours  être 
pris  avec  leur  valeur  absolue. 

28.   La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  forniides  du  n°  1 1  nous 
conduit  immédiatement  aux  expressions  suivantes  : 

,,v  BC      .,  CA     .,  AB       , 

,TT\  ""'-f  <"'>'  '■'^  ■>     ABC      ,, 

(III)  (h  =  c'£„ .  3  -^  VA?  «"  +^Bfti^+~CT^  rt'^; 

A|B,C|  ' 

IV)  rosX  =;  £./■«,     cosa  =  £.A',     cosv  =  £.nv; 


(V) 
(VI) 


COSa  COSp  COS7  ë'îa 

A,«  ~    «.i-    ~  C,«'  ~        v'A;«M-B>''+Cf< 

COS  ;  COS  n  COSS  £"£, 


Ac»'         B«'K         Cw  ryAîw'+BJc'-H-Clw'' 


(VII)  -uV'.,-^T  =  3^..u, 

(VIII)  -£"£„^=:3^^;,,m.H'(A^r  +  B>=  +  Cru'=)'; 

ix-  +  7-  +  z=  .=  ^    '.„,  r  A  7  B=  C^^  ^^'■'  ^-  A=  B7  C- 1»^  -t-  A=  B=  C;  xv''  ] , 
AJ  B;  C;  ■-     '  '  i        j  ' 

ou,  en  ayant  égard  aux  relations  (2)  et  (3), 

les  lettres  e,  ê',  s",  co,...  représentent  toujours  ±1. 

29.   Nous  allons  tirer  de  ces  fornudes  plusieurs  conséquences. 

1°  L'arête  de  rebioussement  de  la  déi'eloppable  en  question  est  du 
douzième  ordre  (cas  particulier  d'une  proposition  connue). 

Cherchons,  en  effet,  combien  il  y  a  de  points  de  la  courbe  dans 
un  plan  arbitrairement  choisi  mx  -\-  nj  -h  pz  +  q  z=  o.   D'après  les 
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valeurs  (I),   11°  28,  et  les  équations  (i),  n°  26,  on  a,  entre  les  incon- 
nues u,  i',  II',  les  trois  équations 

BC  CA     ,  AB       , 

'"b:C.  "   -^  "cj^,  "    -  /'ï^  ^    -  </  =  "' 

a' u-  -f-  h-v'-  +  c-w"  —1  =  0, 

ir  -^-  V-  +  vv-  =  —\ 
r- 

or  ce  système  d'équations  admet  3.2.2  =  12  solutions;  la  courbe  est 
donc  du  douzième  ordre. 

30.   Evaluons  l'arc  s. 

On  a,  après  avoir  posé  s'c^  ^  s,, 


,  3  ABC 


JABL.        — -; :; ; ; • 

=  £|-  Y^-Q  \A-u-  -i-  b\v-  -h  i.'iH'-.dt, 

ou,  en  ayant  égard  à  la  dernière  des  relations  (4)  et  à  la  première  des 
égalités  (5), 

/    _  ^    J5^AIîC      /_  BC    o  _  B,C,  lu/u 

~  "'■A,B,C,  V  ~  7^"'         ~'~Ar' 

En  intégrant,  il  vient 

(il)  j=  const.  -  £,.——- ^n- y     , 

OU,  d'après  la  dernière  des  relations  (4), 

(i  I  his)      s  =  const.  —  e,.^  ^      (A;/r  -i-  B7P-  +  C=iv'j'^- 

Pour  bien  préciser  les  signes,  supposons,  par  exemple, 
(12)  rt>è>c     et     n>/->Z>; 

il  en  résultera  alors 

iA  >  o.  A,  <<  o, 
B  <  0,  B,  >  o, 
C>o;     C,  >o. 

27.. 
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L'arête  de  rehroiisseinent  rencontre  le  plan  des  xj  en  un  point  réel 

pour  lequel  on  a 

,    ..  „        B,  .,        -A, 

(lij  r,  =  o,     îi'  =  o;      '^-  =  -^'      ''■=-[r' 

Si  l'on  compte  Tnrc  à  partir  du  point  situé  dans  le  |)lan  des  xj  et 
défini  par  les  égalités  (i3),  on  aura 

Si  l'on  suppose  l'extrémité  de  l'arc  j  située  dans  le  trièdre  des  coor- 
données positives  et  qu'on  ait  égard  aux  inégalités  (12  bis)  et  aux 
valeurs  (I)  du  n"  28,  on  voit  que 

i/ >  o,     P  >  o,     îv<;o     et     A<o; 

d'après  la  remarque  II  du  n"  1 1,  on  en  conclura  j'  =  4-  3,  puis,  d'a- 
près la  remarque  du  n"  27,  £„  =  —  i,  d'où  e,  =  —  1' . 
Par  conséquent,  nous  aurons 


;'4; 


A,B,C 
De  l'égalité  (i4)i  nous  tirons 


-  A,B,)=  -  {-^u-  -  B,C 


^n 


f    CN  /'BC     o         v>  nV        A:B;C;  ,      ,    ,.„ 

(i5)  -  ^_  jr  +  B.C.j  =• — —^{s-^k,-, 

après  avoir  posé 

+  >r(-A,B,)"^ 


(  1 5  bis)  fc  = 


A,B,  C, 


la  longueur  algébrique  de  s  étant  définie  sans  ambiguïté  par  la  for- 
mule (i4)- 

Si  l'on  désigne  par  p  la  distance  du  centre  commun  aux  deux  sur- 
faces (i)  au  point  (x,^,  z)  extrémité  de  l'arc  s,  on  aura,  par  la  com- 
paraison des  relations  (i5)  et  (IX), 

(16)  f.'-  =  r-  +-  (i  4-  /i)-. 
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Ainsi  : 

2"  En  désignant  par  s  la  longueur  de  l'arc  de  l'arête  de  rehrousse- 
ment,  par  p  la  distance  de  l'origine  [centre  commun  des  deux  sur- 
faces {i)]  à  l'extrémité  de  l'arc  s,  on  a  la  relation  suivante,  extrême- 
ment simple  et  remarquable  : 

(X)  ^■^:^,:.-.^(,_^/,)=; 

la  valeur  de  la  constante  A'  dépend  de  la  position  de  l'orii^ine  de  l'arc  s. 
Dans  les  hypothèses  où  nous  nous  sommes  placé,  A"  a  la  valeur  (i  5  iw). 

51.  Nous  avons  pour  le  rayon  de  torsion  T  la  valeur  simple,  eu 
ayant  égard  aux  conventions  faites, 

(XI)  -s",.n-=3^«.nv. 

Si  l'on  a  égard  à  la  dernière  des  relations  (4),  n"  20,  et  à  la  rela- 
tion (i5),  n°  50,  l'expression  (VIII),  n°  28,  du  rayon  de  courhure  R 
prend  la  forme  également  simple  : 

(XII)  -i-E".r'R  =  3^^uvip{s-^/(). 

A,B,C,  ^  ' 

Les  relations  (XI)  et  (XII)  donnent  comme  conséquence  la  suivante  : 

(XIII)  ?  =  -^' 

c'est-à-dire  cpie  le  rapport  des  rajons  de  couibure  est  proportionnel  n 
la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe. 

52.  Si  l'on  a  égard  à  la  premiète  des  relations  [[\),  n"  20,  savoir  : 

A,  u'  -r  B|  K>'-  T-  C|  il'-  =^  o, 
les  expressions  (IV),  (V),  (VI)  du  n"  28  conduisent  aux  ég.daés  sui- 
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vantes  : 

i   A,  cos-X-(-B,  cos-p.-f-C,  cos'v  =  o, 
1         cos-a  cos^S  cos^v 

(.7)  ^    -^    T     -^     -UT    -°-- 

1  A^A,  B=B,  C-C, 

'  COS^Ç  COS-»  cos% 

De  là  résiillenl  les  propositions  suivantes  : 

4"  Les  axes  des  plans  osculatetirs  sont  parallèles  aux  génératrices 
du  cône 

(XIV)  A..T'-' +  B,j^4-C,==  =  o. 

5"  Les  tangentes  de  V  arête  de  rebrous  se  ment  (ou  génératrices  de  la 
développable  circonscrite)  sont  parallèles  aux  génératrices  du  cône 

Ces  deux  propositions  sont  conséquences  l'une  de  l'autre;  les  deux 
cônes  (XIV)  et  (XV)  sont  réciproques. 

6°  Les  normales  principales  sont  parallèles  aux  génératrices   du 


fXVI)  ^J^^^J^,  +  ^J^  =  o.         • 

53.  Les  cosinus  des  angles  de  l'axe  du  cône  oscuiatour  ont  aussi 
une  ex|)re.ssion  simple  et  remarquable;  nous  allons  les  calculer. 

D'après  les  formules  (Vlll),  ii°  14,  les  angles  a',  jS',  y'  de  l'axe  du 
cône  oscuiatour  sont  définis  par  les  égalités 

.   c/w  cosa'  =  cos a  dz  —  cosld'7. 
(i81  (  dw  cosp'  =  cosjS<i?T  —  cosp.f/7, 

do)  cos'/  =  cosyr/r  —  cosv  da 


d'j)  =  —  Es"\d(j-  -h  </-■ 
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On  a,  d'après  les  formules  (V),  n°  11, 


«'  +  c-"  -H  (i 


U;-hV--T--W=  ' 


puis,  en  ayant  égard  aux  relations  (i),  n»  26,  (q)  et  fio),  n°  27,  (IV^ 
et(V),  n»28, 


;'9) 


yk  =  -  ££"£„.  ^  v^A?  ^r  +  !}>'  H-  C^v^• , 


r/ij=—  £  £  . 


ruvif       A|«=4-BJi''+ C-ti-^' 


COSA  =  £./'/^,        COSK  =  —  £'£,, 


A, /( 


Il  résnhe  de  là 

'^"  ,  ,       r'.  A,  «  ART  ., 

—  -COSif      _+;;; h    ££    c 


«!'«'     A'  «'  -;-  BJ  {■■  -;-  C;  «■'- 
OU  encore 

uvw~[k\u^  +  B>=  +  C>^)  cos«' 

=  ££'£".  A,  «[/•=(A;,v-  -t-Bfi^'  +Cpv-)  +  B,C,  ]. 

En  remplaçant  rfw  par  sa  valeur  —  ££"yW7-  +  dx'- ,  il  vient 

=  -£'.A,;4r^(AJfr  +B=(-  +  C;h'-)  -!-B,C,J; 

en  ayant  égard  k  la  dernière  des  relations  (4),  n"  26,  le  second  membrt 
de  cette  égalité  se  simplifie,  et  l'on  a 


Je  remarque  maintenant  que  les  relations  (19)  donnent 

— ^f/  \A'î;r'  -^B;^.=  ^  Chv^  -t ^^J^L^' 1, 


f/c'  -4-  rfr- 
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ce  qui  peut  s'écrire 

wiv{\-u-  -+-  Bp--  +  C-PV-) 

(2°)  ' 

j       =  ^vr*(A7«-  -h  Bji'=  +  C^w-y  -+-  A'fB^C;; 

puis,  en  ayant  égard  à  la  dernière  des  relations  (4),  n"  26,  et  à  la 
seconde  des  valeurs  (IX),  n°  28,  on  trouve 


(3°)         s/r^(A>»  -+-B-J(^=  +  C?iv=)'  + AJB^C^-  =  CA,B,C,, 
où 


p  =  v.r-  +  j-  4-  s- . 

D'après  les  égalités  (1°),  (2°)  et  (3°),  on  trouve,  pour  la  valeiu*  de 
cosa', 

,  B,C,     T 

p  cos  a  =  3  -—-  a  . 

On  est  donc  ainsi  conduit  aux  valeurs  très-simples 

(XVII)  '    f;  COSj3'  =  £'— -  l'',     }      OÙ       p  —  <^'JL--i-   y- -h  Z^, 

-'   AB    .,,3 


lesquelles  déterminent  la  direction  de  l'axe  du  cône  droit  osculateur  ou 
la  génératrice  de  la  développnhle  rectifiante. 

Eu  égard  aux  valeurs  (I),  n°  28,  les  relations  (XVII)  peuvent  en- 
core s'écrire 

fXVII  i/j)     j5cos(z'  =  — z'.x,     (3  coSjS' =  —  c'.  J)-,     p  cos'y' =  —  i'.z. 

En  tenant  compte  de  la  première  des  relations  (4),  11°  26,  ou  trouvera 
encore 

a;a'(cos«')'-i-b;b'(cos/5')-'+  c;c;(cos7')-'=  0. 

De  là  nous  tirons  les  conséquences  qui  suivent  : 
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1°  Les  nxcs  des  cônes  droits  osculnteurs  passent  constainmejit  par 
le  centre  coninmn  à  la  sphère  et  à  V ellipsoïde  et  décrivent  le  cône 

(XVIII)  (A,A-^=)'^  +  (B,B=jr-)^-l-C,C-2-)^=o; 

c'est-à-dire  que  la.  développable  rectifiante  se  réduit  ici  à  un  cône  ayant 
pour  sommet  le  centre  de  la  sphère;  et  l'équation  (XVIII)  est  précisé- 
ment l'équation  de  ce  cône. 

Ce  cône  est  du  sixième  oindre  et  de  la  quatrième  classe;  ses  équations 
iangentielles  sont 

il  possède  : 

6  arêtes  de  rehroussement ;  l\  arêtes  doubles;  o  plan  d'inflexion; 
3  plans  tangents  dotd)les. 

Les  six  arêtes  de  rebroiissenient  sont  : 

B,B-j=+C,C-r.-  =  o,  x  =  o: 
a:  =  o  est  le  plan  tangent  de  rcbroussement  pour  ces  deux  arêtes; 

kih-x" -\- C^Q-z- =  o,  j^  =:  o  : 
^  =:  G  est  le  plan  tangent  de  rehroussement  pour  ces  deux  arêtes; 

A,  A-.r-+ B,B- J-- =:  o,     :;  —  o  : 

z  =  o  est  le  plan  tangent  de  rehroussement  pour  ces  deux  arêtes. 

Ainsi  les  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  touchent  respectivement  le 
cône  (XVIII)  suivant  deux  arêtes  qui  sont  des  arêtes  de  rehroussement  ; 
les  trois  plans  de  rehroussement  sont  précisément  les  trois  plans  tan- 
gents doubles. 

IjCS  quatre  arêtes  douhles  sont  : 

(1°)  A\IY,x=      BVË^J'-^--      Cs/ëTs, 

(2°)  -  A  VÂT  X  ==      B  v/bT  J  =      C  v'C7  z , 

(  3°  )  A  V  A^  X  =  -  B  V  ïïy  J  =      C  V  C^  z , 

(4°)  A)jY,x  ^      B  s/W,)  =  —  c  v'Cy  s; 

Tome  XVII  (a^  séria).  —  Juillet  1872.  28 
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et  les  systèmes  respectifs  de  plans  tangents  en  chacune  de  ces  arêtes 
ont  pour  équation  : 

(I")  A, A  =  .r=  J  B,BV'-:  C.C'z'—  BC  vBM^Js  —  CA.  ^C, A,  jcz  —  AB  \/Â^,.>y  =  o, 
(II")  A,  A'x'  -•-  B,  B'j'  -;~  C,  C=  z-  —  BC  v^B^ j3  -^-  CA  v'fVÂT  •"  -H  AB  v/ÂTb^  -rj  =  o , 
(111°)  A,  A=.J.'  -^  B, B=^  ^  -î^  C,  C'z'  H-  BC  y/B,C,  yz  —  CA  y/C.A,  xs  -1-  AB  \/Âj^,  .ry  =  o , 
(IV°)  A,  A=jr--:-  B.B^r-'-  C,C^z=-  BC  \/B,C,j-  -•-  CA  ^C^,  .rz  —  AB  yAiB,  j/  =-  o. 
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Courbure  en  un  point  d'une  surface  définie  par  son  équation 
tangentielle  ; 

Par  m.  L.  PAEVVIN. 


1.  Dans  le  Mémoire  précédent,  qui  avait  été  présente;  à  l'Acaclémie 
dans  la  séance  du  18  juillet  1870,  j'ai  donné  les  formules,  jusqu'alors 
inconnues,  qui  permettent  de  déterminer  les  éléments  de  l'arête  de  re- 
broussement  d'une  surface  développable  définie  par  ses  deux  équations 
tangenlieiles.  Dans  le  présent  Mémoire,  présenté  à  l'Académie  dans  la 
séance  du  2  octobre  1871,  je  m'occuperai  de  la  détermination  de  la 
courbure  en  un  point  quelconque  d'une  surface  définie  par  son  équa- 
tion tangentielle.  Les  formules  que  j'obtiens,  et  qui  n'ont  jamais  été 
données,  que  je  sache,  pourront  être  très-utiles  lorsque  l'usage  des 
coordonnées  tangentielles  sera  plus  répandu. 

J'ai  également  résolu  les  deux  questions  suivantes  : 

1°  Détermination  des  éléments  d'une  courbe  définie  par  son  équa- 
tion tangentielle; 

2°  Détermination  des  éléments  de  l'arête  de  rebroussement  tl'une 
surface  développable  définie  par  son  équation  ponctuelle. 

Ces  deux  questions  seront  l'objet  d'un  troisième  Mémoire. 


§1- 

2.  Soit  donnée  l'équation,  en  coordonnées  tangentielles,  d'une  sur- 
face (S), 

J  [u,  l»,  ÎV)  =  0       ou       y  [u,   V,  ÎV,  7')  :=  O, 

en  rendant  homogène  le  premier  membre  de  cette  équation;  «,  v^  w 

28.. 
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ou  -5  -,  -  sont  les  coordonnées  d'un  plan  tangent  quelconque  à  la 

surface  S. 

Nous  adopterons  les  notations  suivantes  : 

f  -  y       f  -¥        f  -IL         f  -¥ 

■J'   ~  J«'         •>'-  ~  >'  -'^  ~  c>ii''  -''  ~"  Jr' 

f     _   ^^/        /-     _   -^        /■     -  J^        i      -  I^ 


IL, 


(2) 


f      -^• 


I 


>     H. 


Wrs 


On  a  alors  les  identités  suivantes,  où  l'on  a  fait  /•  =:  i  après  les  dif- 
lérentiations  : 

uj\  -h  if.  -h  wf,  -h/,  =  mj\ 

i'fn  +  vj\._^  'iy,3+ /<-.  ^  ('«  -  i)y.> 

«is.  +    «^32+    *'/33+/3.S    =   ('«   —    Oyà» 

"/.  +  *y42-j-  i^yi3-4-/.4  =  ('«  -  0/4' 


(3) 
d'où 


/,  H,,  +/,H,.  -!-/3H,,  +y,H,,  ^  ^«, 


(SZ'w) 


y,H„+/,H,,  +  /,H3,4-/:H,,  = 

|y.n.3H-/2H,3-f-/,H33-|-/.H,3    = 

y.  H„  +  /,  H,,  4-  /3  H3.  +  /,  H, ,,  = 


II 

m  —  1 
H 


t', 


en  supposant  que  m  est  le  degré  d'homogénéité  de  la  fonction  de/ 
rendue  homogène. 
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o.  Si  maintenant  {u,  v,  n>)  est  un  plan  tangent  à  la  surface  S,  le 
point  de  contact  de  ce  plan  aura  pour  équation 

U/i  +  V=  +  W/,+/,  =  o, 
avec  la  condition 

(4)  uJ\^,>f,-^wJ,+f^  =  o- 

u,  V,  W  sont  les  coordonnées  tangentielles  variables.  D'après  cela,  les 
coordonnées  .ï,  y,  z  de  ce  point  seront 

Si  a,  b,  c  sont  les  angles,  avec  les  axes  de  coordonnées  supposés  rec- 
tangulaires, de  la  normale  à  la  surface  au  point  M(.r,  j,  r),  on  aura 

//?\  cosfz  cos6  cosc  I 


Considérons  inie  tangente  MT  dans  le  plan  tangent  (ii,  v,  w),  et  dési- 
gnons par  a,  /3,  7  les  angles  de  cette  tangente  avec  les  axes  de  coordon- 
nées, on  devra  avoir  l'équation  de  condition 

(7)  i/cosK  +  t'cosp  +  ivcosy  =  o, 

qui  exprime  que  cette  tangente  est  parallèle  au  plan  [u,  i>,  tv). 

En  désignant  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  variables  d'un  point  de 
l'espace,  on  trouve  facilement,  pour  l'équation  du  plan  passant  par 
cette  tangente  et  par  la  normale  MN  en  M, 

(«)  M(X-a-)-hN(Y- jj  +  P(Z-z)=:o, 

après  avoir  posé 

/  M=  i»  cos'/ —  (vcos/3, 

(9)  <,  N  =  u'cosK  —  ^^cos7, 

l  P  =  i<  cosp  —  i>  cosa. 
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Si  l'on  considère  trois  points  consécutifs  M,  M',  M"  de  la  section  de 
la  surface  par  le  plan  TMN,  les  coordonnées 


X  -I-  dx,  y  +  dy^  z  +  dz, 

X  +  dx  -\-  \  d-x,     j  -r-  d)  -i-  i  d-)',     z  -\-  dz  -T-  \  d'^  z 

de  ces  trois  points  devront  vérifier  l'équation  (8);  on  est  ainsi  con- 
duit aux  deux  équations  de  condition 

I  ]M  dx    -'.-'N  dj    ^Vdz   =  o , 
^'^^  I  Md^x   :-  ^d-j    1-  Pr/=2  =  o; 

et  le  rayon  de  courbure  en  M  de  la  section  normale  TMN  aura  pour 
valeur 

/^J^    j^^ yx-'  +  dr-^dz-'Y  

\l((lj  d'z  —  dz  d''jY-\-[dzd''x  —  dxd-z)-  -1-  [dx  d-y  —  dy  d^xy 

Il  s'agit  d'exprimer  cette  dernière  quantité  en  fonction  de  u,  v,  w  et 
des  dérivées  de  la  fonction  _/  (m,  v,  w). 

4.  Lorsqu'un  point  se  déplace  suivant  une  courbe  tracée  sur  la 
surface yj  les  coordonnées  u^  v,  w  du  plan  tangent  correspondant  sont 
liées  par  deux  relations;  nous  pourrons  donc,  pour  cette  courbe,  re- 
garder M,  v^  w  comme  des  fonctions  d'un  {tarauiètre  arbitraire  l\  il  est 
entendu  que  les  différentielles  que  nous  emploierons  dans  ce  qui  va 
suivre  se  rapporteront  à  la  variation  de  l'arbitraire  t. 

Dans  cette  hypothèse,  on  a 


:•-) 


'^J^  =yn<^«  -r-J,2fiv  -^f\^dw, 
'if-  —jïsda  -T-fi^dv  -\-f-yidw, 
dfi  —f^sdu  +j\.dv  +fiidw, 
df"  =  /«  •  ^"  -i-  f^  2  dv  +  /,  3  dw  ; 
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de  là  on  déduil,  en  multipliant  par  11,^,  Hj^»  Hj,.,  114;.,  et  ajoutant, 

/  H , ,  r//^,  4-  Ho ,  fif,  -1-  II3 ,  ,7/3  -+-  H, ,  (If,  =  H^«, 

fia  bis)  ^"'^■^'  '^  ""'^^  '^"  "'^"^^  "^  """^^  ""  "'^''' 

H, 3^,  -t-  H,,^,  4-  H33^3  +  H,,^,  =  HrfH', 

f  H,,^i+  Ho,<^2+  H3,r//'3+  H,,^;  =  o. 

Nous  poserons  ensuite 

(  A-/.r^.-./;^.,  /  A'-/,^/3-/3^„ 

(.3)  B  =f,df,-f,df„         [i^bis]      B'  -./;.//.  -,/iJ/., 

'c=/3^;-./;^;  {G=:f,df,-f,dj,; 

du  groupe  (i3)  on  déduit 

(r4)  d^^f,d%-J,d%, 

{  dC^J,d-'J,-J\d%. 

Ces  notations  admises,  des  expressions  (5),  n°  5,  précédemment 
trouvées 

/  A  Â 

"=-r  y'=-i:  '--y: 

on  conclut  les  valeurs  qui  suivent  poiir  dx^  dj\  dz;  d-x,  d'^y,  d-z  : 


(.5) 


L'expression  (i  i)  du  rayon  de  courbure  R  prend  alors  la  forme 

(.6)  y^R^    , (AM^BM-C^^ __, 

•^*  v/(B<fC  — C^)=4-(CrfA— ArfC)^+(ArfB  — B^A)' 

5.  Il  nous  faut  maintenant  calculer  le  numérateur  et  le  dénomina- 


dx—  —, 

\/^x^^_.A^;, 

(i5Z»»-)    i 

,,            dB             B     ,, 

1    ■'^  ""7:  ~~^/!  -^^ 
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teur  de  cette  dernière  fraction  en  supposant  que  les  trois  poirits  con- 
sécutifs ]M,  iM',  M"  sont  dans  le  plan  normal  TMN. 
On  a,  dans  cette  hypothèse,  à  satisfaire  aux  relations 

/      1°)      M  COSK  +  i-COS/S  4- ïvcos-;  =  o, 
[     2")  MA  +  NB  +  PC  =  o, 

1    3°)  MdA.  -+-  No^B  4-  PrfC  =  o, 

( ' 7)  \  40)  „/;  +  (y,  +  nf,  +/;  -  o, 

I     5°)  J,dn -{-Jidi' -Jrfidxv  =  o, 

\    6°)        d{f,du  -hf.dv  -hf.dw)  =  o. 

La  relation  i")  exprime  que  la  tangente  (a,  /3,  7)  est  dans  le  plan 
{u,  i>,  w);  les  égalités  2'')  et  3")  expriment  que  les  points  M',  INI"  sont 
dans  le  plan  normal  TMN,  c'est-à-dire  que  les  valeurs  (i5)  et  (i5  bis) 
vérifient  respectivement  la  première  et  la  seconde  des  relations  (10); 
les  égalités  4°),  5°),  6°)  expriment  que  u,  i>,  %v,  et  leurs  variations  du 
premier  et  du  second  ordre  satisfont  à  l'équation  /(«,  v,  w)  =  o  de 
la  surlace  donnée. 

Écrivons  à  part  les  égalités  1°)  et  4°),  savoir  : 

1  «  cosa -h  p  cosjS -i-u' C0S7  =  o, 

qui  interviendront  fréquemment  dans  les  transformations  que  nous 
aurons  à  effectuer. 

6.  Pour  calculer  le  numérateur  de  l'expression  (16),  nous  utilise- 
rons d'abord  les  relations  a°)  et  5°)  du  groupe  (17),  savoir  : 

f^du  -\-Jzdv  -}-f^dw=  o, 
MA  -h  NB  4-  PC  =  o. 

Eu  égard  aux  identités  (3)  du  n°  2  et  aux  valeurs  (12)  du  n°  i,  la  pre- 
mière des  équations  qui  précèdent  pourra  s'écrire 

ud/,  ~f-  i>d/.  -h  wdf^  -h  J/,  —  o  ; 
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(liiaiit  à  la  seconde,  elle  devient,  en  y  remplaçant  A,  D,  C)  par  leurs 
valeurs  (i3), 

(My;  +  N/,  -r  Pjl)rlf,  -MMdf,  +  NclJ,  -^  Vcif,)  =  o; 

puis,  en  mettant  \iOuv  (lj\  la  valeur  fournie  par  l'équation  précédente, 
et  poury^  la  valeur  que  donne  la  seconde  des  équations  (17  bis),  on 
trouve,  en  tenant  compte  de  la  première  des  équations  (17  ^/,y), 


après  avou'  pose 

(t8) 


WdJ\  +  N'^,  -V-  VdJ\  =  o, 

/  M'=/3Cos/3-y,cosv, 
\  N'  —f^  cosy  — /j  cosa, 
'  P'  =yo  cosa  —J\  cos,3. 


On  constate  aisément  que 

('9) 


(19^/^) 


M'  cosa  4-  N'  cos/5  -h  P'  cosy  =  o, 
kM'    h  vW  +  tvP'  =y,M  +yoTN  -^yaP; 
wW  —  vP'  —j\  cosa, 
uV   —  wW  —j\  cosjS, 
pM'  ~  li^'  —j\  cosy. 


En  joignant  aux  égalités  2°)  et  5°)  que  nous  venons  de  transformer  la 
quatrième  relationdugroupe(i  2  bis),  on  a  lesystème  des  trois  équations 

,  udj\       :     vdj\   4-  wdj\  ~--dJ\, 
(20)  M'^,   ^-  Wdf,  +  P'^3  =  o, 

'  H, ,  ^i  H-  H,,  f//,  4-  H,,  #3  =  -  H, , r//, . 

Si  maintenant  on  résout  ces  trois  équations  par  rapport  à  dj\,  dj'...,  cf/^, 
on  trouve,  pour  dj,  par  exemple, 


'!)> 


M'       W       P' 
Hii     H24     H34   I 

lome  X.VII  {'i"  série).  —  Juillet  1S72. 


=^-~cJ/, 


O        N'       P' 
H.,     IL..     li^, 
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ou,  en  développant, 

#.[H,,(t'P'-  tvN')  +  H.,{u'-M'  -  ;/P')  -+-H,,(h1N'  -  yU')] 
^-df,[U,,{vV'  -  wW)  -  P'H,,  +  N'H^,]; 

puis,  en  ayant  égard  aux  relations  (19  bis)  et  aux  valeurs  (18), 

f^clf]  (H,,  cos«  H-  H,^  cosp  4-  H3,  C0S7) 

=  (^J^\--f,,\^,,^  cosa  —  /2H24  cosa  —  /jHs^  cosa 
-^  /.H.,,  cosj3  -I /H3,  C0S7]; 

si  l'on  tient  compte  de  la  dernière  des  identités  (3  bis),  il  vient  enfin 

yi^,  (H,;  cosa  -^  Hoi  cos/5  -f  H^,,  0057) 
=J\dJ],[\\^^  cosa  4-  Hoi  cosp  4   H34  cosy) — -  cosadf,. 

De  sorte  que,  si  l'on  pose 


^      '  His  cosa  +  H:.,  cosp -i-  Hji  cosy  •^*' 

on  obtient  ainsi  la  première  des  relations  du  groupe  (22) 

/  A  ~f\dj.,  —  j\dj\  —  R  cosa, 
(22)  B=/,#,  -y,r//;--^Kcos/3, 

(  C-/3(/f. -/,,^3  =  Kcos7; 


d'c 


^'  ""71^'  "7,^^^"'' 


{22  bis)                    )  df.,^-fjdj\ 

-  ^cos/3, 

\àf.-^-jdJ\ 

K 
-^cosy. 

Des  égalités  (22)  on  déduit 

A^4-B^ 

+  C^  =  K-, 

ou 

(23)                                 (A^^-B^*- 

f-C=')^=  K' 
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7.    Passons  maintenant   au   calcul  du  dénominateur  de  l'expres- 
sion (16). 

11    nous    faut    d'abord    introduire   les    relations   (3")    et   (G")    du 
groupe  (17),  savoir  : 

(       M^A  -;-Nf/B-h  VdC  =0, 
^^^^  I  d[J,  du    \-j\dv   hf.dw]  =  o, 

ou 

d[udj,  -r  vdj.  -T-  u'r//,  -h  d/\]  —  o. 

On  peut  écrire  la  deuxième  égalité  sous  la  seconde  forme  indiquée, 
|)uisque  {J\du  -^-Jidv  -hf^dii')  et  {udf,  -v-  vdf^  -h  wdj'^  -\-  df\)  sont, 
à  un  facteur  numérique  près,  des  expressions  identiques. 

En  substituant  à  d\,  d\S,  dC  leurs  valeurs  (i4),  on  mettra  la  pre- 
mière des  égalités  (24)  sous  la  forme 

(25)     (M/,  -;-  N/,  -h  PJ,)d'J,  -JJMd'J,  +  ^d%  -  Pd%)  -  o, 

ou  encore,  d'après  la  seconde  des  relations  (19), 

(25  bis)     {uW  +i.W^n'P')d%  ~-J,{Md'J,  -hN^y,H  Pd%)  =  o. 

Quant  à  la  seconde  des  relations  (24),  elle  devient  d'abord,  en  effec- 
tuant la  différentiation  indiquée, 

(2G)     ud-J,  -;-  vd%  -H  wd%  -1  d-/,  +  dudf,  -h  dvdj^  -h  dwdf^  ^  o. 

Calculons  la  quantité  {dudj\    t-  dvdf^  --  dwdf^). 
Nous  obtiendrons  d'abord  du,  dv,  dw  en  remplaçant,  dans  les  équa- 
tions (12  his),  df,,  dj.,,  dj-i  par  leurs  valeurs  (22  bis);  on  trouve  ainsi 

HrfM  =  H, ,  ('^  rj^,  -  ^  cos  a)  ^  Ha,  (^  ^f'-J  ^^^  ^ 
+  H3,  (|r/f,  -  |cos7)4-H,.r//;, 

ou 

Udu  .=  ^(H,,,/,  +  H,  J,  +  II„./3  -+-  H,,/,) 


—  (11,,  cosa  -j-  Ho,  cos^  -!-  H31  cosy); 
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ou,  en  ayant  égard  à  la  première  des  identités  (3  bis), 

f^lldu  —  — '-—udf;  —  K(H||  cosa  -i-  Ho,  cos^  -(-  Hj,  cosy). 
On  trouvera  de  cette  manière  les  valeurs  suivantes  pour  du,  dv,  dw  : 

/,,<A.   ^z:  -— L-  K    _   _1(H,2  COS«  -f-  H22  COSj3  +   H3J  COS7), 
///^  K 

/^^'*'=  ;;7ir7  "'~  h  ^^^'^  *^°^''-  "^  ^^s  cos,S  -f-  H,,  cosy). 

On  déduit  de  là 

f,[dudf,+dvdf.  +  dsvdj,) 

+  (H, ,  cosa  -f-  Ha,  cos/3  H-  H3,  cosy)  iydj,  —  j  cosa")  \ 
-  '    '-  (H, 2  cosa  H-  H22  cos/5  +  H32  cosy)  (y'V/'.i  —  y  coSj'5  )  ) , 


(H|3  cosa  -h  H23  cos/3  4-  H33  cosy)  (y'fA  —  -^  cosy  j 

ou,  en  ayant  éiJ[ard  à  la  première  des  égalités  (20)  et  aux  identités  (3  bis), 
f\ {dudf,  +  di>dj.  -h  dwdf, ) 

+  jj-7-(H|,  cos-a  -T-  Hja  cos-j3  4-  H33  cos^y 

4-2H,o  cosa  cos/5 -t-2H,.j  cosa  cosy-t-aHjj  cosjS  cosy). 

Si  l'on  pose 

(  A  =  H,,  cos-a  H    ILj  cos-jj -1- H33  cos-y 
(  a  T  )    ) 

(  -h  aH,.,  cosa  cosp  +  2H,3  cosa  cosy  -1-  2H03  cosjj  cosy, 
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et  qu'on  .-lit  égard  à  la  première  des  relations  (17  bis)  el  à  la  valeur  (ai) 
de  R,  l'égalité  précédente  devient 

et,  par  suite,  l'équation  (26)  prend  la  forme  définitive 

( a8)  udy\  +  vdy,  -',-  wd%  +  d%  +  j^  A  ^  o. 

8.  Ceci  établi,  passons  au  calcul  des  binômes  (BrfC  —  CdB), 

Les  valeurs  (i3),  (i3  bis)  et  (i/j)  nous  donnent  d'abord 

BdC  -  CdB  =,/; [  Cd%  -  Bd%  -V-  A.'dy,], 
CdA  -  kdC  =/,  [-  cdy,  +  Ad%  +  B'dy,], 
AdB-  BJA  ^-f:[-\-  Bd%  -  hdy,  +  Cd'J,]; 

mais  on  a,  d'après  les  égalités  (22), 

(29)  A  =  K  cos«,     B  =  R  cos/3,     C  =  R  cosy; 

de  plus,  en  substituant  les  valeurs  (22  bis)  dans  les  équations  (i3  bis), 
on  trouve,  eu  égard  aux  notations  (18), 

(29  bis)  A'  =  ~  W,     B'=y  W,     C  =  ^  P'. 

D'après  cela,  il  résuite 

[MdC~CdB=--  Kf,icosyd%  -  cos^d%)  4-  KWd%, 

(30)  !  CdA  -  AdC  =  Kf,{cos(/.d%  -  C0S7  d'f,  )  +  K^'d%, 
{  AdB  -  BdA  =  R/  (cos/3r/y,  -  cosad%)  -^  KVd%. 

Maintenant,  de  l'égalité  (aS  bis)  tirons  la  valeur  de  d-/],  et  substi- 
tuons-la  dans  les  expressions  qui  précèdent;  on  trouve,  après  quelques 
réductions  d'une  extrême  facilité,   où  l'on  fait  intervenir  les  nota- 
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fions  (9),  (18)  et  les  relations  (19), 


B^C  -  CdB  ^  R/.M'^^'^t^-^^^^^', 

(3.)  )  C^A       A./C  -^  lvf.^'''''it'''i:f'-^l''^'^ 

AdB  -  BdA  ^  R/,P  ^'""^i^-p^'J-^f-^- 
■^  '  îiM' +  cN  -t- «'P' 

Enfin,  substituant  dans  l'égalité  (a8)  la  valeur  de  d-j^   tirée  de 
l'équation  (a5)  ou  (aS  />/<•),  il  vient 

{ud^j\  +  i'f/^y,  +  wd%){mj\  ^-  N/,  +  p/,) 

+J\{md%  +  -^d-J.  +  Prt-ys)  +  ^  A(«M'  +  pN'  +  tvP')  =  o; 

ou,  en  réduisant  les  termes  des  deux  premiers  groupes  après  avoir 
remplacé /j  par  —  {uj-, -^  vf.,-^  wf^),  puis  en  ayant  égard  aux  va- 
leurs (9)  de  M,  N,  P  et  à  la  première  des  relations  (17  bis), 

I  (MV/-/,  +  Wd-J.  +  ?'d%){u-  -\~v--^  iv=) 

(32)  '1  K' 

I  +-^A(î/M' +  i'N'  +  ivF)  =.0. 

Si,  dans  les  égalités  (3i),  on  remplace  {M'd^J,  -i-Wd'J^  +  ^'d'/s) 
par  la  valeur  que  fournit  l'équation  (^a),  ou  a  définitivement 

1   A^B  --  B^A  -  -  „^,  ,^'^. P. 

Mais  les  valeurs  (9)  donnent 

M=  +  N-  4-  P- 

—  (M='4-p=+w-)(cos-a  -t-cos-/3+cos-7)  — (iicos«+«'cos|3+wcosy)-, 
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ou,  d'après  la  première  des  relations  (17  bis), 

(34)  M-  -r  N-  -H  P-  -=  û-  -h  V-  +  IV-. 

On  déduit  alors  des  égalités  (33)  et  (34) 


(35)     sl[Bdt-Cd?,r-  -\-iCd\~  kdcy-  +  {kdB     V>d\)- 


VJ>\ 


nfisJu'-^-v^+w^ 


9.   La  substitution  des  valeurs  (^3)  et  (35)  dans  l'expression  (iG) 
de  R  donne  définitivenient 


(36) 


R^ ^ ^. 


ou,  en  remplaçant  les  lettres  H  et  A  par  les  valeurs  qu'elles  désignent, 

/„      /;.      fn     fu 

/;■  /»  /.,  /„ 

ysi     ya:     ^33     Jn 
I  Ji\     Jk%     Jis     Jn 


lôbhis]    R      Jf 7 „ r 


i'a-l-H..jCOS'PH-n.,3COS'7H-2H|2COSaCOSp-|-2lI,3COSaCOSy-t-2Hj3COSpCOSy 

ce  qu'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit  : 


(3G  ter 


R  = 


\!ir  -\-v^-\-  If' 


f.  J\.  U 

/;. 

/,  /.,  y;3 

/;, 

/3,       /»      /33 

/3. 

y;,  /»  y:3 

/., 

fu 

y;,     u 

/. 

COSK 

/., 

/;.    /.3 

/« 

cosp 

/3. 

y»    /3. 

/3. 

COS7 

y;, 

/«    ./;,< 

y;. 

0 

cosa 

cosp      COS7 

0 

0 

il  ne  faut  pas  oublier  qu'on  doit  toujours  vérifier  les  deux  relations 

i  u  cosa  4-  V  cos/3  +  w  cosv  =  o, 

(3?)  ,  00    , 

^   ''  (  cos^K  -+-  cos"p  +   cos-y  —  i- 


a32  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Nous  arrivons  donc  à  cette  conckision  : 

Si  l'on  considère  un  plan  tangent  quelconque  («,  c,  w)  à  la  surface 
donnée  et  le  point  de  contact  M  de  ce  plan,  le  rnjon  de  courbure, 
en  M,  de  la  section  faite  par  un  plan  normal  passant  par  la  tangente 
(cosa,  cosp,  cos-y)  sera  donné  par  la  formule  (3G  iw)  ou  son  équi- 
valente (36  ter). 

10.  Il  est  maintenant  facile  d'obtenir  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux, c'est-à-dire  les  valeurs  maximum  et  minimum  de  R,  lorsque 
a,  |3,  7  varient  de  manière  à  vérifier  toujours  les  relations  (37). 

Posons 


[381 


9  = 


H  ^11'  -I-  V-  -)-  (i'= 


R./. 

l'équation  (36  bis)  pourra  s'écrire 
H,,  cos-oc  ^-  lljo  COS-/3  -;-  H33  cos-y 

-f-  2H|o  COS«  COSj5   ~r  2H13  COSaCOS-y  -1-   2H23  COSp  COS7 

=  (3(cos-a  -f-  C0S-/3  +  C0S-7), 

OU 

,0    .    i  (Hm  —  p)  cos-an- (H,,  —  ^.)cos=]S  +  (H3.,  —  p)cos-7 

I        -!- 2H,2  cosa  cosjS  H- 2H,3  cos«  cosy-H  2H03  cos/3  cosy  =  o. 

Il  s'agit  d'avoir  le  maximum  ou  le  minimum  de  p,  en  supposant  les 
variables  cosî<,  cos,S,  cosy  liées  par  la  itiation 

(4o)  u  cos«  -:-  V  cosjj  -\-  w  cosy  =  o. 

En  appliquant  ici  les  règles  connues,  on  est  conduit  aux  égalités 

(Hn  —  p)  cosa  H-  H|2  cosp  +  Hij  COS7 


(4i) 


H, 

u 
,  cosa  +  (Hï,  —  p)  cosp  +  H,3COS7 

_    H, 

,  cosa  -1-  H3,  ces  p  +  (  Hj.  —  p)  COS7 
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Si  1  on  désigne  par  X  la  valeur  commune  de  ces  rapporls,  on  a  les 
équations 

!(H|i  — /5)cosa4-H,o  cos/3  4-  H,,  cosy—  In  =  o, 
H,,  cosa  +  (H,,-p)cos/3  +  IL3Cos7-  Iv  =o, 
H3,  cosa  +  Il32Cos|3-i-(H.,3  —  p)cosy  —  hv=  o, 
u  cas  ce  +  V  cosj'i  +  xv  cosy  =  o; 

réliminalion  de  cos«,  cos|3,  cosy,  X,  entre  ces  équations  donne 


(4a) 


II,, -(5  H,.  H,,  u 

H,,  A.o-p  II,,  i> 

H;,,  II,,  H,:, -,5  u- 

u  V  w  o 


Si  l'on  dévelop[)e  l'équation  (/|2),  on  trouve 


ç  \u-  -t-  ^'-  -1-  w) 

{[^2  bis)     {       -p^l/si/ii/aa/ji"' 
z/    i»    îv   o    o 


I 

-  (/7i-i)7;.H  =  o, 


après  avoir  remarqué  qu'on  a  identiquement 


H,,  H,,  H,,  u 
Ho,  ILo  H,3  V 
H3,     H;„     H33     w 

H  l>  W         O 

Tome  XVU  {2'  série).  —  Juillet  187". 


=  (o/-.)y^II. 
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Cette  identité  peut  se  démontrer  comme  il  suit  :  on  a 


H,,      H,o 

H 

3 

u 

Ho,     Hoo 

H,3 

t' 

H31     H32 

H33 

i\> 

('         i> 

w 

0 

Hn 

H,o 

H, 

H 

ni  —  I 

Ho, 
H3, 

H, 
H3 

Ho 
H3 

H 

m  —  I 

'                /fi    I 

H 

H 

'        m  —  1 

u 

V 

\\> 

H 

1 1 

H 

H, 3     H,i 

("'  -  i)/ 

H 

21 

H 

H03     H21 

H 

H 

3 1 

H 

i-2 

H33     Hj, 

^iH,,  — /oH,o  —J^H,^ 
y.H,,  -/oHoo  — /3H23 

-  /. «  -  Â^  -/3ÎV 


\      u  VU'  1 

en  ayant  égard  aux  identités  (3  bis).  On  aura  de  même 

i   H,,  H„  H3,  u 

H.o  Hoo  H30  V 

H,  3  H,3  H33  w 

H.,  H,,  H3>  I 


H 

,     H, 

H3, 

H 

2     Ho 

>.     H3, 

H 

3     H, 

H33 

H 

.     H, 

n3, 

H,, 

H„     H 

H 

ni  — 


■/iH,,  — /oHo,  — ^sHa, 


-^^  "/iH.,-y,H,,-y3H3, 
:z—[  ^^'  ~J<  H,  3  — /oHj3  — /3  H33 

^      _/H,,-/,H,.-/3H3, 


f»'-i)/, 


H,, 

H,o  Hoo  H30  H,o 
H, 3  H03  H33  Hj3 
H,i     Ho.,     H3i     H41 


(m  —  il/.H^ 
H 


d'où  résulte  immédiatement  l'identité  en  question. 
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Ainsi 


Les  valeurs  de  p  (38),  correspondant  aiio"  deux  rayons  de  courbure 
principaux ,  seront  données  par  i équation  (42)  ou  l'équation  {!\2  bis); 
les  directions  des  sections  principales  seront  déterminées  par  les  équa- 
tions (4i)  après  la  substitution  de  la  valeur  correspondante  de  p. 

Il  est  facile  de  déinonirer,  à  l'aide  des  relations  (4i  bis),  que  les 
deux  directions  des  sections  principales  sont  rectangulaires;  on  opère, 
comme  dans  le  cas  analogue,  des  cordes  principales  dans  les  surfaces 
du  second  ordre. 

Remarquons  encore  que  : 

Le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  R,,  Rj  est  donné  par 
la  Jorniule 

/.  U  U  j\ 


(43) 


R,Ro  = 


('n-')V/ 


U     U     U     U 

y;,  y;,  u  y.> 
/,  u  ./;.  /■■■• 


Remarque.  —  On  pourrait  se  proposer  de  chercher  les  conditions, 
pour  qu'un  point  soit  un  ombilic,  de  déterminer  les  directions  des  lignes 
asymptotiques, . . .  ;  je  laisserai  de  côté  toutes  ces  questions,  dont  la 
solution  ne  saurait  d'ailleurs  présenter  aucune  difficulté  maintenant; 
je  me  contenterai  d'avoir  résolu  la  question  fondamentale  pour  cette 
théorie,  et  d'indiquer  plus  loin  la  recherche  des  centres  de  cour- 
bure. 

§11- 

11.  Dans  le  paragraphe  précédent,  j'ai  résolu  la  question  que  je 
m'étais  proposée  en  introduisant  les  dérivées  partielles  du  premier 
membre  de  l'équation  qui  définit  la  surface  donnée;  on  a  pu  constater 
que  les  formules  ainsi  obtenues  étaient  remarquables  par  leur  sy- 
métrie. 

L'équation  de  la  surface  établit  une  relation  entre  les  trois  variables 
u,  V,  \\\  de  sorte  qu'on  peut  regarder  l'une  d'elles,  \v  par  exemple, 
comme  une  fonction  déterminée  des  deux  autres,  u  et  v,  qui  seraient 
alors  des  variables  indépendantes. 

3o.. 
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Or,  dans  un  grand  nombre  de  circonstances,  il  peut  être  avanta- 
geux, indispensable  même,  de  se  placer  à  ce  dernier  point  de  vue. 
Quoique  les  foruudes  qu'on  obtient  alors  soient  bien  moins  élégantes 
que  les  premières,  je  crois  cependant  qu'il  est  nécessaire  de  les  établir. 
C'est  ce  que  je  vais  faire  en  abordant  la  question  directement,  sans 
tenir  compte  des  résultats  précédemment  acquis. 

12.  Regardons  donc  w  comme  une  fonction  détermir.ée  des  deux 
variables  u  et  t',  et  posons 


P=^Tr.' 

9=07' 

(0 

0«'        .^« 

0  '  H'       ^/)      i?  7 

^  ~   0«:^i'   ~  >  ~  Oa 

O'h'        0? 

^  ~  "ÔT^  ~~  o7' 

on  aura  alors 

i   di\'=  pdu  -t-  qd\\ 

(2) 

•   dp  =  rdu  —  sdv, 

{  dq  =  sdii  -H  tdv, 

d'où 

(2  bis) 

\                                Tt—  S- 

j    ^^,_    -Sdp  +  rclrf^ 
tt  —  .i- 

Soient  ii,  v,  w  les  coordonnées  d'un  plan  tangent  fixe  et  M  son  point 
de  contact,  l'équation  de  ce  point  sera 

p[\:  -  u)  +  7(V  -  v)  -  (W  -  u')  =  o, 

u,  V,  w  étant  les  coordonnées  tangentielles  courantes;  les  coordon- 
nées X,  y,  z  du  point  M  sont  alors 

/  o  \  /'  .  "7  .  ' 

^      '  pu  -^  qv  ^  ir  ''  pu  H-  yi'  —  iV  pu  -t-  qv  —  (r 
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13.  Si  le  point  se  déplace  sur  une  combe  tracée  sur  la  surlace,  les 
coordonnées  n,  v,n'dn  plan  tangent  correspondant  varioroni  respec- 
tivement suivant  une  loi  détenninée,  de  sorte  qu'on  pourra  les  consi- 
dérer couune  des  fonctions  d'une  certaine  arbitraire;  c'est  à  la  varia- 
tion de  cette  arbitraire  que  se  rapporteront  les  différentielles  que  nous 
emploierons  dans  la  suite. 

Dilférenlions  donc  les  équations  (3);  on  trouve 

(4)  ^^  =  è'   '/r  =  ê'   dz=§, 

,..  ri  A  A     .„ 

^^  ''C  c    ,^ 


après  avoir  pose 

(6) 

D  =  pu  -\-  qv  —  u-. 

1    A  =  {qi<  —  ^\■)  dp  —  pi>  d(j, 

(7) 

(   B  =  —  (jiidp  -+-  (pu  —  w)dpy 

\  C  :^  uf/p  -h  V  dq. 

Or,  si  a,  ,3,  Y  sont  les  angles,  avec  les  axes  de  coordonnées,  d'une 
tangente  située  dans  le  plan  tangent  {u,  i',iv),  et  si  les  trois  points 
consécutifs  M,  M',  M"  correspondant  aux  coordonnées 

■^•.  J-,  -, 

^  -+-  (ix,  j  -f-  dj,  z  -\-  dz, 

X  +  dx  +  \  d\r,     J  +  dy  -h  1  d-y,     z  -]-  dz  +  \  cl- z 

sont  situés  dans  le  plan  normal  passant  par  cette  tangente,  les  dilfé- 
rentielles  (4)  et  (5)  doivent  vérilier  les  équations  (10),  n°  3,  de  sorte 
qu'on  aura  les  équations  de  condition 

MA     -T   NB      -+  PC     =  o, 
M  r/A  -4-  N  r/B  +  P  dC  =  o. 
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après  avoir  posé 

!M  =  f  CCS  Y  —  îi'cos|3, 
N  =  ivcoscf.  —  u  cos-/, 
P  =  ?f  cos|5  —  V  cosa; 
on  a  toujours 

fg  bis) 


1  u  cosa  +  f  cosp  -t-  ivcosy  =  o, 
(  cos'a    -1- cos-j3  4- COS-7    =  r. 


D'après  la  formule  (11)  du  11°  5  et  les  valeurs  (Zj)  et  (5)  du  11°  15, 
le  rayon  de  courbure  R  de  cette  section  normale  sera  donné  par  la 
nouvelle  formule 

(.01  R-  CA'^B'+C^f 


D'V^(BrfC—  CrfB)'+  (CrfA— A«/C)=  +  (ArfB  — BrfA)' 

Il  nous  reste  à  calculer  maintenant  le  numératein-  et  le  dénomina- 
teur de  cette  dernière  expression. 

14.   Calcul  du  numérateur  de  l'expression  (10)  de  R. 
Ayons  d'abord  égard  à  la  première  des  relations  (8);  en  y  rempla- 
çant A,  R,  C  par  leurs  valeurs,  il  vient  * 

M[(^i'  —  w)dp  —  pvdq] 

-^'!!i[—  quclp  +  (pu  —  w)  dq]  ■+-  P(m  dp  -\-  vdq)=  o 

ou 

dp[q{Mv—  Nii)-f-  Vu  ~  Uw]  +  dq[p['^ n  —  Mv)-^  Pt-  —  Nivj  =0. 

Or  on  a,  d'après  les  valeurs  (9)  et  (9  bis), 

i  vV    —  n'N  =  —  [u-  -i-  V'  -t-  W-)  cosa, 
(11)  I  ivM—  uV  =  —  («"^-+-  P-+  W-)  cos|3,  . 

(  ?<N   --  yM  =  —  [u- -{-  f--!-  H'-)  cosy, 

et  l'égalité  qui  précède  devient 

dp[q  cosy  -\~  cosjS)  =  (^q[p  cosy  +  cos«). 
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Nous  sommes  ainsi  conduits  à  la  relation 

(12)  ± -^ 'il =,/), 

cosa -f-/)COS7         COSP  +  17COS7 
d'où 

dp  =  (cosa  +  p  cos'/)  d\, 
dq  =  (cosjS  +  q  cosy)  dl. 

D'a|)rès  cela,  les  valeurs  (7)  de  A,  B,  C  deviennent,  eu  égard  aux  rela- 
tions (9  bis)  et  à  la  notation  (6), 

[  A  =  D  cosa  d\, 
(i3)  B  =  DcosjSflfX, 

l  C  =  D  cos  Y  dl  ; 
d'où  l'on  conclut 

(i4)  {A'+B^+C-y  =  D\d}.\ 

15.   Passons  maintenant  au  calcul  du  dénominateur  de   l'expres- 
sion (10). 

La  différenfistion  des  équations  (7)  nous  donne 

,   dX  =^  —  p[dii  dp  -+-  dv  dq)  +  [qv  —  iv)  d- p  —  pv  d-q, 
(i5)     I  <YB  =  —  q[du  dp  -+-  dv  dq)  —  qii  d" p  -t-  [pu  —  w)d'^q^ 
(  de  =  [du  dp  -\-  di'  dq)  +  u  d'p  -+-  i>d-q. 

Or,  si  l'on  pose 

/   c:\  r^        t[cos-x+pcoS'/y — 2i(cosa+/>cos7)(cosS4-9COS7)+r(cosp  +  9COS7)' 

(10)    (j    = 5 

^    J  rt  —  s' 

on  trouve,  eu  égard  aux  valeurs  (2  bis)  et  (12), 

(17)  du  dp  -t-  dv  dq  ^  G  dl- . 

Par  suite, 

dk  —  —  pG  d}.-  -+-  [qv  —  w)  d^ p  —  pv  d^q, 
dB  =  —  qG  dX-  —  qu  d- p  -+-  [pu  —  w)d^q, 
de  —         G  dl-  -h     u  d-p  -+-  vd^q; 
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et  si  l'on  introduit  les  valeurs  (i3),  on  obtient  les  égalités 

=  ( cosjS  4-  q  cosv)  (.  ctk- 

-+-  ?4(cos/3  +  q  cos-/)d-p  —  (cosa  +  p  cosy)  d-(j], 

■  =  —  (cosa  4-  ocosv   G  d/r 

D  <l\  II' 

-+-  c[(cos,3  +  7  C0S7)  d-p  —  (cosa  -^  p  cos7)r/-r/j, 

A  '/B  —  B  (/A        ,  ^  \  r-  ^1 3 
=  (p  cosS  —  q  cos«    GaA 

+  «'[(cosjS  +  qcos-j)d-p  —  (cosa  ~+-  p  cos-/)  d'q\- 
Si  l'on  pose,  pour  un  instant, 
(19)  (cosjS  -f-  7  C0S7)  d-p  —  (cosa  +  p  cosy)  r/-^  =  //., 

il  vient 

/   hdC  —  CdB  =  B  d).  [      (cosjS  H-  7  cosy)  G  d)-  H-  ;am], 
("20)      Cr/A  —  A^C  =  D<^X[  — (cosa  +  /)  cosy)  G  d).- +  p-v], 

(  A  c^B  -  B  f/A  =  D  f/X  [  (/)  cosjS  —  q  cosa)  G  rfX=  +  p.w] . 

Ayons  égard  maintenant  à  la  seconde  des  équations  de  condition  (8); 
en  y  substituant  les  valeurs  (18),  on  trouve 

G  ^/X2(_  yjM  _  7N  -f-  P)  +  d-p[U{qv  -  w)  —  qn^  -t-  iiV] 

■i-  d-q  [  —  pi>M   -t-  {pu  —  u')N  -+-  vV]=  o, 
ou 

Gdl-[-  pM  -  7N  +  P)  H-  ^77[7(('M  -  hN)  +  uV  -  u-M] 

+  (l-q[p{n^  —  vM)  -h  i'V  —  îV'N]  =  o, 

ou,  d'après  les  relations  (i  i)  et  la  notation  (19), 

GdV{—  pM  —  7N  +  P)  4-  p.{u--+'  v--i-  n")  =.  o. 

De  là  on  déduit 
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et  les  égalités  (20)  deviennent  alors 

I    B  ^C  -  C  r/B  =  DG  dr  pM  +  9N-P  „■  ^  /cosfi  +  a  cosv)  1, 
(22)  {  Cd\-  AdC^BG  dX'  pM  +  7N-P  ^,  _    ^^^^  +  pcosv)  1, 
[   A  r/B  -  B  (/A  =  DG  r/X»  pM  +  ^W-P  ^^      ,    ^^^q_     ^.^^    ^  1 

La  sonune  des  carrés  des  quantités  entre  parenthèses  est 

; ; — —, H  2  ; ^  («COSp  4-  OU  COSV  —  l'COSa  —  DP  COSV  +  U'WCOSp  —  (('«COSa) 

-+-  (coS|S  +  </  cos7)--i-(cosa  +  p  cosy)-  +  [p  cos|3  —  cy  cosa)-; 
or  le  terme  du  milieu,  eu  égard  aux  notations  (9),  se  réduit  à 

cM+çN  — P,        T,.  -,        _, 

+  2  ^^—4--^  (— pM  —  oN  +  P  ; 

il  reste  par  conséquent 

(uM-t-vN  — P)=         ,  \i        ,         o  \o        /  rt  X, 

—  -^^—5 — ^^ ^-  +  (cosa  4-  p  C0S7)'  +  (cosp  -+-  qco&yy  4-  [p  cosp  —  ^  cosaj", 

ou  encore 

[u'  -i-  v-  -r  n'=j[/<'(cos'p  4  cos'7)  +  7'(cos'a  +  cos^7)  —  ipq  cosacosp  +  2/1  cosk  cosy 
■+■  iq  COS  p  COS7  -t-  cos'  a  +  cos=  p]  —  (/)M  +  yN  —  P)^ 

B-  -t-  P^  +  (v' 

Mais  le  numérateur  de  cette  dernière  fraction  peut  s'écrire 

p^  [[u-  -)-  i'-  H-  u'-)(cos-j3  +  cos-y)  —  M'-] 
+  7'[(«'  +  f -  +  t\'-)(cos-«  H-  cos^y)  —  N-] 

H-  {{u-  -^  V-  +  IV'-)  (cOS-a  -t-  COS^jS)   —  P  =  ] 

—  2/jf/  [  (  i<-  H-  p^  +  1 V-  )  COS  «  COS  p  +  MN  ] 
-I-  2p[(z^-  -f-  t'"+  IV'")  cosa  cosy  +  MP] 
H- 27[(«--i- t'- +  (V-)  cos|3cosy  +  NP], 

Tome  XVII  (a*-- série).  —  JciLLET  1872.  3l 
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expression  qui,  eu  égard  aux  relations  ft)  his),  se  léduit  à 

p-ir  -h  (j-i>-  -^  i\'-  -h  2pcjHi>  —  2pun'  —  -iqvw  =  'pu  -^  qi> —  w)-  =  D*. 

On  a  donc  définitivement 

B  de  -  C  dBr  +  ;  C  d\  -  A  dCr  ^  :  A  dB  -  Br/A  r  =  ^— ."^^^ 


oii  enfin 


D=G 


(23)  \ŒdC—Cdbi'-h[Cdi\-AdCy--h{Adti—BdAY= dl'. 

16.  Si  l'on  remplace,  dans  l'expression  (lo),  les  radicaux  par  leurs 
valeurs  (i^)  et  (aS),  il  vient 

R  = 

c'est-à-dire  enfin 


f^/]    u_ (y/—  S-]  \  n-  ^i>--i-w , 

^  [pu  -r-  qv  —  «')^<(cosa  -(-/(Cosy)" —  2^(cosa  -H/^cosy)  (cosfi  H-  7  cosy)  -^  /-^cosft  -h  i/cOS'/j'J  ' 

on  a  toujours  à  vérifier  les  deux  relations 

,   «cosc-:  —  PCOsS    -  ivcosv  =  o, 

(25)  '  „  .,',  / 

'  cos- :■      -    cos-p  H-     cos-y  =  1. 

Par  conséquent,  si  l'on  considère  un  plan  tangent  quelconque  [u,  v,  w), 
et  que  M  soit  son  point  de  contact^  le  layon  de  courbure,  en  M.  de  la 
section  faite  par  un  plan  nonnal passent  par  la  tangente  'cosy..  cos,'5, 
cos'/j  sera  donné  par  la  formule  '24:. 

17.  Il  nous  est  inainlenant  facile  de  déterminer  les  rayons  de  cour- 
bure principaux. 
Si  l'on  pose 

.2b)  p- j^— , 
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l'équation  (24)  pourra  s'écrire 

t{cos(/.  -f-  p  cosy)-  —  2i  (cosa  -+-  p  cos-/)  (cosp  +  <]  cosy) 

4-  /■(cosj'S  +  (/cosy)'  =  |0(cos-a  +  cos-|3  -f-  cos-yl, 
ou  encore 

l  {t  —  p)cob-a-h{r — p)coi,-[-j-i-{tp-  —  zspq  +  ni" — p)cos'-j 
^        j      —2scosc/.coslii  +  2{(p  —  sq)co!ic/.cos-/-\-2[r(j — jp)coSj3cos7  =  o; 

cos«,  cos ,'5,  cosy  doivent  \érifier  la  relation 

(  27  bis)  u  cosa  -+-  v  cos/5  -\-  \v  cosy  =  o. 

En  ai)|iliqiiai)t  ici  les  lègles  connues  poiu'  la  recherche  des  valeius 
maximinn  et  mitiinium,  on  est  conduit  aux  égalités 


(28) 


[t  —  p)  cosa  —  s  cosp  -I-  [tp  —  sq)  cosy 
u 

—  jcosa  -t-  (r- —  p)  cosp  -+-  (rq  —  sp]  C0S7 

(tp  —  fi7)cosa  -h  [rq  —  sp)  COS^  -i-{lp- —  2spq  -+-  rq- —  p)  COS 7 


En  désignant  par  A-  la  valeur  comnmne  de  ces  rapports,  puis  éliminant 
cosa,  coSjS,  cosy  entre  les  équations  ainsi  obtenues  et  la  première  des 
relations  (aS),  on  trouve 

t  —  p         —s  tp  ~  sq  u    \ 

—  s  t  —  p  rq  —  sp  P     j 

!   =  O. 
//;  —  sq     rp  —  sp      tp"  ~  ispq  +  rq-  —  p     \v  j 

u  V  w  o    I 

Si  l'on  développe  cette  dernière  équation,  il  vient  définitivement 

(29)     p^[u--^v-+\\'-)—{Tr—2S)S  +  '^l)p  +  {pu  +  qi>  —  w)-irt~s^)  —  o, 

après  avoir  posé 
(3o) 


T=  [qv  -  n')-+  n-{q'  +  l\ 
R  =  [pu—  \v)-+  ^■-\p--+-  i), 
S  =  pi'ipi'  —  H')  +  qn[pu  —  w)  —  m>. 


3i, 
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Ainsi,  les  valeurs  de  p  (26),  correspondant  aujc  deux  rayotis  de  coui- 
bure  principaux,  seront  données  par  l'équation  (29);  les  directions 
des  sections  principales  seront  déterminées  par  les  équations  (28)  et  (aS) 
après  la  substitution  de  la  valeur  correspondante  de  p. 

On  trouve  facilement  pour  le  produit  des  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux 

(3.)  R,R.,=^^^^7^')<" 


[pu  +  gr  —  (vy 


18.   Il  est  Utile  ici  de  chercher  les  conditions  pour  que  le  point  de 
contact  ti'un  plan  tangent  [u,  <>,  tt)  soit  un  ombilic  de  la  surface. 
Pour  cela,  nous  écrirons  la  valeur  (24)  de  R  sous  la  forme 


R  = 


(rt  —  s")  ^u'  +  v--h 


X 


pu  -\-  qv  —  tv 

cos"z-i-  cos-p  H-  cos'7 


<(coS(z  -^  pcoh-jV-  —  2.s(cosa  +y.>coS7)  (cos^  +  q  cosy)  -(-  r(cosp  -t-  q  cos'/j- 

puis  nous  poserons 

cosa  -+-  p  C0S7         , 
COSp  -+-  q  COS7  '  ' 

d'où 

cosa  —  À  cos/5  =  [Iq  —  p)  cosy; 

si  l'on  joint  à  cette  équation  la  relation 

UCOSU  -+-    PCOSjS   +  H'COS-/  :=  O, 

on  en  tire 

1!  /Il'  —  (lO  —  /)!•  ^  —  ou'/,  -i- pu  —  n' 

cosa  = : —  cosv,  cosp  = ; cosv; 


d'où 

cosa  -I-  n  cosv  =  . A  cosv,     cos-i  -i-  7  cosv  =  . cosv. 

L'expression  de  R  devient  alors 

j,   (rt  —  s')  s/u'  -\-  v^-h  w'    [l{qi-—  <r)  — /;pj--l- [ —  qui  -^  pu  —  ri'j'-f-^). «  -+ 
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Pour  iiue  le  point  considéré  soit  un  ombilic,  il  faut  que  la  valeur  de  R 
reste  invariable  lorsque  X  varie;  on  est  ainsi  conduit  aux  conditions 

(yc  — <v)=-f-K'-^((y^H-l)  _  pv[qv  —  w)  -\-  qu{pti  —  w)—  iw  [pu  —  «•)»+  v''{p-  +  \) 

t  ~  s  —  ~  ,• 

Par  conséquent,  les  conditions  nécessaires  pour  que  le  point  de  conta  f 
du  plan  tangent  {u,  p,  ïv)  soit  un  ombilic  de  In  surface  sont 

(32)  5=?  =  T, 

'       '  r  i  t 

les  quantités  R,  S,  T  étant  définies  par  les  égalités  (3o). 

19.  Remarque.  —  Si  la  surface  considérée  était  une  surface  déve- 
loppable,  les  formules  que  nous  venons  d'établir,  soit  dans  le  premier 
paragraphe,  soit  dans  le  second,  ne  pourraient  plus  s'appliquer;  c'est 
qu'en  effet,  dans  le  système  des  coordonnées  tangcntielles,  une  surface 
développable  exige  deux  équations,  et  non  plus  une  seule,  pour  être 
définie. 

Le  cas  d'une  surface  développable  définie  par  une  seule  équation 
ponctuelle  et  celui  d'une  courbe  définie  par  une  seule  équation  tan- 
gentielle  seront  l'objet  d'un  troisième  Mémoire. 


§  IIL 
Equation  des  centres  de  courbure  principaux. 

Ces  calculs  doivent  faire  suite  à  ceux  du  prcniier  paragraphe. 

20.   Les  équations  ponctuelles  de  la  normale  en  M  sont 
X  —  X y  —  y       Z  —  z 

X,  Y,  z  étant  les  coordonnées  variables;  d'où,  en  désignant  par  Ô  la 
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valeur  commune  de  ces  rapports, 


(44) 


I   X  =  j:  -i-  6m, 
!  Z  =  :.  -f-  Ow. 


Si  X,  Y,  Z  sont  regardées  maintenant  comme  les  coordonnées  du  point 
de  rencontre  de  cette  normale  avec  la  normale  infiniment  voisine,  ces 
quantités  ne  varient  pas  lorsqu'on  fait  varier  le  [)aiamètre  arbitraire 
dont  dépendent  //,  c,  w,  et  par  suite  x^j,  z;  on  a  donc,  d'après  cela, 

(/|5)     c/.r  +  jc/n-{-u(i9  =  o,     dj  +  $(lv+vdO=o,     dz-{-ôdw-\-wdd=o. 

Multiplions  ces  équations  respectivement  par  cosa,  cosp,  cos)»,  et 
ajoutons;  il  vient 


(46) 


[d.t  cosa  -h  d)  cosjS  +  dz  cosy) 

+  5[cosadu  -+-  cos^dK>  +  cosyc/ir)  =  o, 


puisque  la  quantité  [u  cosa  -\-  c  cos/3  -t-  ïvcosy)  est  nulle. 

Ayant  égard  aux  relations  (i5),  n°4,  (22),  n°6,  et  aux  valeurs  àedu, 
dv,  dw,  écrites  au  n"  7  et  à  la  notation  (27),  l'égalité  précédente  devient 

—  +  6    , -p  [u  cos«  4-  \'  cosp  -(-  \v  C0S7)  —  TTv  «-i     =  o, 

égalité  qui  se  réduit  à 


(47) 

où  l'ou  a 

(47  bis) 


5  = 


y.^ 


A  :=  H,,  cos'a  -1-  Hj.,  cos-|5  +  H33  cos-y 

+  2H,2  cosa  cos/3  -)-  2Hn  cosa  cos-y  +  2Ff23Cos/5cosy. 


21.  Pour  que  les  relations  (45)  soient  complètement  vérifiées,  il 
faut  qu'on  ait 

dx  -h  0  du  dy  -^r  ^dv  dz  -\~  Sdtv 
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en  ayant  encore  ég;iril  aux  relations  (i5),  u°  -4,  el  (22),  n"  G,  puis  aux 
valeurs  de  du,  di',  c/ir,  n"  7,  ces  dernières  équalions  deviennent 

K  rn<  ;  r       H        df,  K  "1 

' -r  II  —  -— -  (H,i  cos«  +  HijCosS  +  H.jCOS'/) 


f\  L'"-'   /.  /.H 


KcosS          r      H 

—~    +-9 

/;          L  '"  — 

a 

K                                                                         " 
—  TTTT  (H„  cosoc  +  H,2  cosp  H-  Hj3  cosy  ) 

K  C0S7        ^  p      H 

df 

V 

•—  ^-rz  (Hj,  cosa  -t-  H32COSS  H-  H33  cosy) 

f  \                  '"  —  ' 

1  Â 

Or  ces  égalités  se  réduisent  évidcmnicnl  à 

H,,  —  ^^  )  cos«  +  H,i  cos3  +  H|j  cosy 


« 

H„cos.+  (h„-^4Î^) 

1  cospH-  H,; 

)  cosy 

c 

H31  cosa  -H  H;,;  cosp  +  1 

1  cosy 

L'identité  de  ces  équalions  avec  les  équations  (40  du  n°  10  est 
manifeste;  car,  si  l'on  a  égurd  à  la  valeiu-  (47)  de  5,  on  voit  que 

4^  =  A; 

d'un  autre  côté,  si  l'on  multiplie  les  équalions  (4i  his),  n"  10,  par 
cosa,  cosp,  cosy  respectivement  et  (pi'on  ajoute,  il  vient,  comme  cela 
doit  être  d'a[)rés  les  égalités  (36)  et  (38), 

0  —  A. 

Nous  retrouvons  ainsi  les  directions  des  sections  j)rincipales. 

22.   D'après  cela,  /s  étant  une  quelconque  des  racines  de  l'cqua- 
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tion  (42)  ou  (42  bis),  11°  10,    les  coordonnées  X,   Y,   Z   du  centre 
de  courbure  correspondant  seront 

(49)  Y=«.   -^'  =  11^1=11/;, 

Z    =  --  w  —  -  =  -£^  ; 

/.p        /.  p/. 

ei  l'équation  tangentielle  de  ce  centre  de  courbure  sera 

(50)  H(u?:  4-  Vi;  ^-  Wîv)  -  p(u/,  +  vy:.  +  W/,  +/)  =  o, 

U,  V,  w  désignant  les  coordonnées  tangentielles  variables. 


PURES  Eï  APPLIQUÉES.  2^9 


Mémoire  sur  l' intci;;ratioii  des  équations  aux  différences  partielles 
de  la  Physique  mathématique; 


Par  m.  Emile  MATHIEU. 


Désignons  par  u  une  foiiclion  des  trois  coordonnées  rectangulaires  x\ 
y,  z  d'un  point  ou  seulement  de  ses  deux  coordonnées  a:  et  y^  selon 
que  la  question  que  I  on  traite  se  l'apporte  à  trois  ou  à  deux  dimen- 
sions, et  posons 


r/'tt 

d- Il         d'il 

d'il 

d'il 



-1 1 

ou 

—    — i 

rfx» 

dy'         dz' 

d.v' 

"  dP 

A^< 


Les  principales  équations  aux  différences  partielles  que  l'on  rencontre 
dans  la  Physique  tnathéinatique  sont  les  suivantes 

[  \u  =  o,      A\u  =^  o,      Au  —  —  a-u, 

\  -r  =  n-Au,     — —  =  a-  Au, 

\  de  '      de  ' 

dans  lesquelles  t  désigne  le  temps.  La  fonction  u,  qui  représente  une 
température,  un  potentiel  ou  un  déplacement  moléculaire,  satisfait  à 
une  de  ces  équations  dans  l'intérieur  d'un  corps  terminé  par  une  sur- 
face (7  ou  dans  l'intérieur  d'une  surface  plane  limitée  par  une  ligne  s. 
De  plus,  u  et  ses  dérivées  du  premier  ordre  doivent  varier  d'une  ma- 
nière continue  dans  cet  espace. 

Laplace  considéra  le  premier  l'équation  An  =  o,  et  reconnut  que  le 
potentiel  d'une  masse  quelconque  extérieure  à  un  certain  voliune 
satisfait  à  cette  équation  dans  l'intérieur  de  ce  volume.  Toutefois, 
l'expression  analytique  de  ce  potentiel  ne  pouvait  encore  être  consi- 
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dérée  comme  l'intégrale  générale  de  cette  équation;  mais  cette  inté- 
grale est  donnée  par  le  théorème  suivant  : 

Toute  jonction  u  de  x,  y,  z  qui  satisfait  à  l' équation  Am  =  o 
dans  l'intérieur  d'un  volume  terminé  par  une  surface  c,  et  qui  varie 
dans  cet  espace  d'une  manière  continue^  ainsi  que  ses  dérivées  du  pre- 
mier ordre,  peut  être  considérée  comme  le  potentiel  d'une  couche  infi- 
niment mince  de  matière  distribuée  sur  la  surface  c 

Ainsi  l'intégrale  de  ùiU  —  o  est 


fu.. 


r  étant  la  distance  d'un  jjoint  quelconque  (x,  y,  z)  intérieur  à  o-  à  un 
point  (a,  p,  7)  situé  sur  l'élément  da  de  la  surface,  et  p  une  fonction 
arbitraire  de  a, /3,  •/.  On  peut  concevoir  un  système  de  coordonnées 
dans  lequel  la  surface  a  soit  représentée  par  la  constance  d'une  des 
trois  coordonnées,  et  alors  p  est  une  fonction  arbitraire  des  deux  coor- 
données restantes. 

Comme  l'électricité  se  distribue  à  la  surface  des  corps,  ce  théorème 
se  présente  fort  naturellement  dans  la  théorie  de  l'électricité  statique; 
aussi  était-il  évidemment  connu  de  Poisson,  le  créateur  de  cette  théorie; 
mais  c'est  à  Green  que  l'on  doit  de  l'avoir  énoncé  avec  précision  et  de 
l'avoir  démontré  dans  son  Mémoire  sur  l'électricité. 

On  voit  par  là,  une  fois  de  plus,  combien  la  démonstration  des 
phénomènes  physiques  est  de  nature  à  perfectionner  l'Analyse. 

Ensuite,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  ce  Journal  (tome  XIV,  1869) 
et  qui  est  relatif  à  l'équation  aux  différences  partielles  du  quatrième 
ordre  AAix  =  o,  j'ai  donné  l'intégrale  générale  de  cette  équation  qui 
est  établie  par  le  théorème  suivant  : 

Toute  fonction  u  qui  satisjait  à  l'équation 

AA?^  =  o 

dans  l'intérieur  d'une  surjace  o ,  et  qui  y  est  continue  ainsi  que  ses  dé- 
rivées des  trois  premiers  ordres,  est  la  somme  du  premier  potentiel  d'une 
couche  iiifiîiiment  mince  de  matière  distribuée  sur  a  et  du  second  poten- 
tiel d'une  semblable  couche  distribuée  sur  la  même  surjace. 
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Dans  le  Mémoire  actuel,  je  me  propose  de  trouver  les  intégrales 
générales  des  antres  équations  aux  différences  partielles  de  la  Physique 
mathématique  dans  des  corps  de  forme  quelconque,  en  les  supposant 
continues  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  ordre. 

Ainsi,  par  exemple,  si  une  fonction  11  satisfait  à  l'équation 

/     s  du  ^  /  cf  u         d'il         d'' u\ 

(^)  ;^^^  (^77^  +  ^  +  -;^) 

dans  l'intérieur  d'une  surface  g  et  satisfait  aux  conditions  précédentes 
de  continuité,  elle  est  donnée  par  la  fornude 

(3)  "^  [7-   I  " J{>'^^fi^s'~i^QA)e~'"dîih, 

f  étant  un&  fonction  arbitraire  de  trois  quantités,  r  la  distance  du 
point  [x,  j-,  s)  intérieur  à  u  à  l'élément  de,  et  9,  ij;  étant  deux  coor- 
données propres  à  déterminer  un  point  de  celte  surface. 

En  général,  s'il  s'agit  de  questions  d'équilibre,  pour  les  résoudre 
complètement  il  faudra  se  donner  une  ou  deux  conditions  à  la  sur- 
face; s'il  s'agit  au  contraire  de  questions  dans  lesquelles  entre  le 
temps,  il  faudra  en  plus  se  donner  une  ou  deux  conditions  initiales. 

Il  est  évident  qu'à  l'aide  de  nos  formules  on  ne  pourra  immédiate- 
ment résoudre  toutes  ces  questions,  et  que  la  détermination  des  fonc 
tions  arbitraires  qui  y  entrent  poiura  présenter  beaucoup  de  difficultés; 
mais,  indépendamment  de  l'intérêt  théorique  qu'elles  présentent,  nos 
formules  pourront  être  utiles  dans  un  grand  nombre  de  circon- 
stances. 

C'est  ce  que  l'on  peut  reconnaître  d'après  mon  Mémoire  sur  l'équa- 
tion AA?<  =  o;  car,  après  avoir  donné  l'intégrale  générale  de  cette 
équation  au  moyen  de  fonctions  arbitraires,  j'en  ai  fait  des  applica- 
tions, et  j'ai  montré  comment  on  pouvait  en  conclure  complètement 
l'intégrale  dans  des  cas  particuliers,  c'est-à-dire  déterminer  les  fonc- 
tions arbitraires. 

On  doit  encore  remarquer  que  l'on  n'est  parvenu  à  intégrer  les 
équations  (i)  que  dans  des  cas  très-particuliers  de  la  surface  a  ou  de 
la  ligne  .î  qui  limitent  le  corps  ou  la  surface  plane  dont  on  s'occupe. 

32.. 
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Nos  formules,  au  contraire,  sont  a])plicablcs  quelle  que  soit  la  surface  a 
ou  la  ligne  s  et  qunnd  même  on  n'en  connaîtrait  pas  la  déOnitiou  géo- 
métrique. Ainsi  imaginons  un  corps  isotrope  terminé  par  une  smlace 
quelconque  a,  sa  température  satisfera  à  l'équation  (2)  et  sera  donnée 
par  la  formule  (3).  Prenons  pour  y^  différentes  formes  de  fonctions, 
nous  aurons  autant  de  distributions  possibles  de  température,  et  l'on 
pourra  dans  chacune  d'elles  déterminer  l'état  initial  et  l'état  de  la 
siu'face;  puis,  en  retournant  ces  questions,  on  pourra  supposer 
donnés  l'état  initial  et  la  température  de  la  surface  et  déterminer  la 
température  en  un  point  quelconque  du  corps.  Cette  méthode  inverse 
d'intégration  appliquée  à  nos  formules  pourrait  servir  à  résoudre  au 
moins  approximativement  des  questions  proposées.  C'est  d'ailleurs  ce 
que  l'on  peut  voir  par  l'usage  que  M.  de  Saint-Venant  a  fait  de  la  mé- 
thode inverse  d'intégration  dans  son  beau  Mémoire  sur  la  torsion  des 
prismes.  {Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  XIX,  i856.) 


De  différentes  expressions  analytiques  qui  satisfont  aux  équations 
aux  différences  partielles  de  la  Physique. 

1.  Considérons  d'abord  la  plus  simple  des  équations  de  la  Pliysique 
mathématique 

(i)  Am  =  o 

et  désignons  par 

/•-  =.  [x  -  af-'^  ij  -  *)'+(?•  -  cy 

le  carré  de  la  distance  du  point  (x,y,z)  à  un  point  fixe  [a,  h,  c). 
Nous  allons  nous  proposer  d'abord  de  trouver  une  fonction  de  /•  qui 
satisfasse  à  l'équation  (i). 

Transportons  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires  parallèlement 
à  eux-mêmes  au  point  [a,  h,  c),  et  si  nous  désignons  encore  par  x,  y,  z 
les  trois  coordonnées  dans  ce  nouveau  système,  l'équation  (i)  no 
changera  pas.  Prenons  ensuite  des  coordonnées  sphériques  ayant  leur 
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centre  an  point  [n,  h,  c),  et  nous  aurons 


\ dr  /  1       d-u  I  \(/Q  ! 


elr  sin-0   d-if"-         sinO  rf9  ' 

5  étant  l'angle  de  /•  avec  un  axe  fixe  mené  par  le  centre  et  <\i  l'anHe 
formé  par  le  plan  de  cet  axe  et  de  r  avec  un  plan  fixe  mené  par 
l'axe. 

Si  u  ne  dépend  que  de  r,  l'équation  (i)  se  réduit  à 

c/^rt  2  du 

dr-  r  dr  ' 

dont  l'intégrale  est 

«  =  -  +  C, 

r  ' 

C  et  C  étant  des  constantes. 

D'après  cela,  désignons  par  r/sr  l'élément  d'un  volume îst,  par  [a^h^  c) 
les  coordonnées  d'un  point  de  cet  élément,  et  par  p  une  fonction  de 
a,  Z»,  c;  l'expression 


(A)  ^Uz3, 


dans  laquelle  l'intégration  s'étend  à  tous  les  éléments  du  volume  -es, 
satisfait  à  l'équation  (i)  en  dehors  du  volume  cr,  puisque  chaque  élé- 
ment de  l'intégrale  y  satisfait. 

Ainsi  se  présente  l'expression  du  potentiel.  On  sait  que  Laplace  la 
considéra  d'abord  et  vérifia  qu'elle  satisfait  à  l'équation  (i).  Mais  nous 
avons  voulu  commencer  par  appliquer  à  une  question  connue  la  mé- 
thode qui  nous  servira  dans  ce  qui  va  suivre. 

Si  nous  imaginons  que  la  matière  soit  distribuée  sur  une  surface  r: 
au  lieu  de  remplir  un  volumes,  nous  aurons,  au  lieu  de  l'expression 
précédente,  l'intégrale 

{n,  b,  c)  étant  un  point  de  l'élément  de  surface  dG  et  l'intégrale  s'é- 
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tendant  à  tous  les  éléments  de  la  surface;  p,  fonction  de  a,  b,  c,  repré- 
sente la  densité  de  la  matière  multipliée  par  l'épaisseur  infiniment 
mince  de  la  couche  et  s'appelle  simplement  la  densité. 

Passons  au  cas  où  l'équation  (i)  se  réduit  à  deux  variables  et  de- 
vient 

,     ,  d' u         cf  u 

(2)  •:r-v  ■+-  XT  ~  o- 


Faisons  alors 


d.r'  dy  ^ 


=  (jr  -  a)='  +  (j-  hf, 


et  cherchons  une  fonction  de  /•  qui  satisfasse  à  l'équation  (2).  Trans- 
portons les  axes  de  coordonnées  parallèlement  à  eux-mêmes  au 
point  (rt,  6),  l'équation  (2)  ne  changera  pas;  puis  prenons  des  coor- 
données polaires,  en  posant 

X  =  rcosa,     y  -■  rsina; 
l'équation  (2)  deviendra 

d'' Il  I   du  I    rf-K 

dr''  r  dr         r'    dx'  ' 

8t  si  u  ne  dépend  que  de  r,  on  a 

d''  u  I   du 

dr^  r   dr 

et  par  suite 

u  =  Clogr  -t-  C, 

C  et  C  étant  des  constantes. 

D'après  cela,  si  Ton  désigne  par  d'j)  l'élément  d'une  surface  plane 
ou  par  ds  l'élément  d'une  courbe  qui  limite  cette  surface,  et  par  [a,  b) 
les  coordonnées  rectangulaires  de  l'élément  drj>  ou  ds,  les  expres- 
sions 

(C)  f\ogrpd'^,     f\ogrpds, 

dans  lesquelles  p  est  fonction  de  {a,  b),  satisferont  à  l'équation  (a). 
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2.  An  lieu  de  cominencer  par  supposer  que  la  solution  de  l'équa- 
lion  (i)  ne  dépend  que  de  r,  imaginons  qu'elle  ne  dépende  que  de  5, 
angle  de  r  avec  une  droite  fixe,  nous  aurons 


''(S^'"^) 


o, 


et  par  suite 

u  =  C  log  tang  — h  C. 

On  en  peut  conclure  que  les  expressions 

«=: /log tang -p^!«,     M  =  /logtang-pf/(7, 

où  l'on  adopte  les  mêmes  notations  que  dans  les  formules  (A)  et  (B), 
satisfont  à  l'équation  (i). 

On  voit  de  même  que  les  expressions 

u  ~-  fxpcio),     u  —-  fapds, 

où  l'on  adopte  les  notations  des  formules  (C)  et  où  a  est  l'angle  de  r 
avec  une  droite  fixe,  sont  des  intégrales  de  l'équation  (2). 

5.   Considérons  ensuite  l'équation 
(3)  ^^u  —  o. 

Cherchons  les  fonctions  de  la  distance  r  du  point  {x,j-,  z)  au  point 
(rt,  b,  c)  qui  satisfont  à  cette  équation.  Transportons  encore  l'origine 
des  coordonnées  au  point  {a,  b,  c),  et  cette  équation  ne  changera  pas. 
Posons  ensuite 

d^ u  2  (lu 


dr-  r  dr 


=  V, 


et  l'équation  (3j  se  réduira  à 


d''v  1  dt> 

dr^  r  dr 
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ou,  en  remplaçant  c,  à 


dr'  r    dr^ 


O. 


L'intégrale  de  cette  équation  différentielle  est 

C" 

K  r=  C/'  +  C'/'"   H h  C". 

r 

En  particulier,  -  et  r  satisfont  à   l'équation  (3),  et  l'on  en  conclut 

que  l'expression 

/rpcfe, 

qui  s'appelle  le  second  potentiel  de  la  masse  Jpdrz  par  rapport  au 
point  [x,  y,  z),  satisfait  à  l'équation  (3)  en  dehors  de  cette  masse. 

Nous  avons  d'ailleurs  démontré,  dans  notre  Mémoire  sur  l'équation 
AA«  =  o   (t.  XIV  de  ce  Journal,   a"  série),   le  théorème  suivant  : 

Toute  jonction  u  qui  satisfait  à  l'équation  A  Am  =  o  dans  l'intérieur 
d'une  surface  a  et  qui  y  est  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  des  trois 
premiers  ordres,  est  la  somme  du  premier  potentiel  d'une  couche  de 
matière  distribuée  sur  g  et  du  second  potentiel  d'une  autre  couche 
distribuée  sur  la  même  suijàce. 

Examinons  le  cas  où  l'équation  (3)  ne  renferme  que  les  deux  coor- 
données rectangulaires  x,  j  et  se  réduit  à 

,  ,  ^  d* u  d'il  d*  u 

Cherchons  les  fonctions  qui  satisfont  à  cette  équation  et  qui  ne  dé- 
pendent que  de 

r  =  o^{oc-  af  +  {j  -  b)-. 

Transportons  les  axes  de  coordonnées  parallèlement  à  eux-mêmes  au 
point  (a,  b),  et  en  posant 

t/-it  l   du 

TT  +  -  T-  —  ^' 
ilr'  r   clt 
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l'c'cuiation  (4)  deviendia 


On  tire  de  là 


d'v 

1   dv 

lù^ 

1    -    -  —  O. 
r  dr 

=  c, 

V  ==  C  log/  -\-  C, 

du 

dr 

--.  C/r 

\os,i  dr  -h 1-  C  , 

et,  comme  on  a 

j  rlo^rc/r  =  -  (log/-  - 

on  en  conclut  facilenienl 

u  --  A/-  log;     -  Wr"    i-  C  log/     -  D, 
A,  B,  C,  D  étant  des  constantes  arbitraires.  Ainsi  les  deux  expressions 

/  /•-  \ogrpdoi,       j  r-  (log/-  —  ^|  pc/oi, 

dans  lesquelles  <fw  est  l'élément  d'une  surface  plane  w  et  p  une  fonction 
de  a,  h  coordonnées  de  <^w,  et  dont  nous  avons  appelé  la  dernière  le 
second  potentiel  dans  le  Mémoire  cité,  satisfont  à  l'équation  (4). 

Nous  avons  donné  aussi,  dans  ce  Mémoire,  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (4)  au  moyen  d'un  théorème  semblable  à  celui  que  nous 
venons  d'énoncer  pour  l'équation  (3). 

4.   Occupons-nous  maintenant  de  l'équation 

(5)  Ah  —  —  a^/<. 

En  supposant  que  u  ne  soit  fonction  que  de  r,  et  transportant  les  axes 
de  coordonnées  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point  {a,  h,  c),  on  a 

d-ii  1  du  , 

dr'  r  dr 


r     \  d^( ru)  o  /        . 
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et  l'on  en  conclnt,  en  désignant  par  C  et  C  denx  constantes  arbitraires, 

C  sinar  -;-  C  cosar 

U  =: 

r 

Imaginons  des  masses  m,  m',  m",...  qui  se  réduisent  à  des  points 
matériels  ou  dont  les  volumes  sont  infiniment  petits;  désignons  par 
(rt,  h,  c)  les  coordonnées  d'une  quelconque  de  ces  masses;  alors  r  sera 

la  distance  de  cette  nias?e  au  pouit  (jr,  j,  z).  Puisque est  une 

solution  de  l'équation  (5),  on  satisfera  également  à  cette  équation  en 
posant 


le  signe  Z  de  sommation  s'étendant  à  toutes  les  masses  m,  m\  m",... . 
On  pourrait  faire  sur  cette  expression  une  théorie  toute  semblable  à 
celle  qui  a  été  donnée  par  Gauss  et  Green  pour  le  potentiel;  et,  en  y 
faisa-nt  a  ^  o,  on  aurait  la  théorie  même  du  potentiel. 

Nous  démontrerons  d'ailleurs  dans  ce  Mémoire  le  théorème  sui- 
vant, qui  fournit  l'intégrale  générale  de  l'équation  (5)  : 

Toute  Jonction  qui  satisjait  à  l'équation 

Am  =  —  a-M 

dans  l'intérieur  d'une  suijace  a  et  quij  varie  d'une  manière  continue, 
ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre,  peut  être  donnée  par  la  formule 


ih)  f^pd.. 


(«,  h,  c)  étant  les  coordonnées  de  l'élément  da  de  la  surface,  p  une 
fonction  de  a,  b,  c  et  r  la  distance  du  point  [.r,  j,  z)  à  de. 

En  faisant  a  =  o,  on  a  un  théorème  connu  (Mémoire  sur  l'équation 
A  Am  =  o,  t.  XIV  de  ce  Journal,  p.  38o). 

Il  est  bon  de  rappeler  comment  l'équation  (fj)  se  présente  dans  les 
questions  de  Physique.  On  a  l'équation 

—  —  m.  Al», 
dt 
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qui  régit  la  température  d'un  corps  solide,  dont  nous  supposerons  la 
surface  a  entreteiuie  à  la  température  zéro  ou  rayonnant  dans  l'espace, 
ou  on  a  l'équation 

qui  régit  les  petits  mouvements  d'un  gaz  enfermé  dans  la  même  sur- 
face. Alors  on  pose  l'une  des  deux  formules 

[c)  V  =  e-''"'''w, 

{à)  t^  —  (A  sinaoii  H- B  cos«/M<j«, 

et  l'on  obtient 

Am  -—  —  a}u. 

a.  est  une  quantité  que  l'on  détermine  par  la  condition  que  l'on  ait 
sur  la  surface  q 

du  , 

M  =:  O       OU       -—    —  lu, 
dfi 

l  étant  une  constante  et  dn  l'élément  de  la  normale  à  la  surface  a.  La 
quantité  v  est  la  somme  d'une  infinité  de  solutions  telles  que  (c)  et  (r/), 
que  l'on  appelle  solutions  simples.  Mais  la  quantité  u  de  la  solution 
simple  n'est  pas  l'intégrale  générale  de  Au^=—a-u,  elle  n'en  est 
qu'un  cas  particulier;  ainsi,  pour  l'obtenir,  il  faut  donner  dans  l'ex- 
pression [b]  k  p  une  forme  particulière. 

Examinons  le  cas  où  u  ne  dépend  pas  de  z  et  où  l'équation  (5)  se 
réduit  à 

//.v  d^it  d'il  , 

On  a,  au  lieu  de  l'équation  {a), 

d'u  I  du  ., 

ar^  r  ar 

et  l'uitégrale  de  cette  équation  est 

C  /     cos(ar  coswjrfw  -\-  C  /     cos(arcosco)  log(/'sin^!>j)<'/o). 

I/o  «^  o 

33.. 
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Posons 

N  :=  /     cos(aj'cosco)  log{r  sin-oo)  rfo); 

^  o 

nous  démontrerons  plus  loin  le  théorème  suivant  : 

route  Jonction  qui  satisfait  à  l'équation  (6)  dans  rintérieur  d'une 
ligne  s  et  qui  y  varie  d'une  manière  continue,  ainsi  que  ses  dérivées 
du  premier  ordre ^  est  exprimée  par  la  fornude 

fmpds,  ■ 

p  étant  une  fonction  de  a,   h,  coordonnées  de  L'élément  ds,  et  r  la 
distance  du  point  (^x,  jr)  à  l'élément  ds. 

L'équation  (6)  se  présente  de  la  même  manière  que  (5)  dans  les 
questions  de  Physique  nialhéinatiqne. 

5.   Considérons  l'équation 

,      \  d*  Il  d'u  d'il  . 

^  '  '  dx'  dx-dy^  dy' 

que  l'on  obtient  en  posant 

V  =  u{A.  Ainci-ml  -r  B  cosa'-mt) 
dans  l'équation  qui  régit  le  mouvement  vibratoire  des  plaques 

dh'  „  fd'v  rf'i. 

+   2- 


dl^  \d.i'  dx- ily'         dy' 

En  introduisant  une  quantité  m',  on  peut  remplacer  l'équation  proposée 
par  les  deux  suivantes  : 


„     ,  rl''ii  d^u  ^  d-ii'  il-ll' 

cru  =  ~-_  ^  -—■,     a.-n  —  -—-  -;-  — -• 

dx-  dj-  dx-  dy^ 


Posons 
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et  nous  en  conclurons 

M  =  U  +  V, 

U  et  V  étant  donnés  par  les  formules 

d'V        U^V  d'il        d'V 

L'expression  la  plus  générale  de  V  est,  d'après  le  numéro  précédent, 

V=/    /     cos(a/cosw)  iog(rsin%j)rtfwpf/i'-, 
celle  de  U  sera 

\]  —  j  I     cos(av  — I '"cosw)  log(/-sin-w)(/w,3,^/i', 

que  l'on  déduit  de  V  en  remplaçant  a  par  ay  — 1  et  la  fonction  p  par 
une  autre  fonction  (S,,  et  l'intégrale  générale  de  l'équalion  (7)  est  la 
somme  de  ces  deux  expressions.  Mais,  pour  le  problème  des  plaques 
vibrantes,  p  et  p,,  qui  se  trouvent  dans  l'expression  de  u,  ne  sont  pas 
des  fonctions  arbitraires  dert,  b,  coordonnées  de  ds. 

6.  Examinons  réquation 

(8)  ^"==«^^«. 

que  l'on  rencontre  dans  les  mouvements  très-petits  d'un  gaz  ou  dans 
le  mouvement  vibratoire  d'un  corps  solide. 
Si  u  ne  dépend  que  de  r,  on  aura 

d'(ru  )  .,  d'i  m) 

~dF~  ~~  "■'~d? 
L'intégrale  de  cette  équation  est  bien  connue,  et  l'on  a 

r 

en  désignant  par  9  et  (]>  deux  fonctions  arbitraires. 
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On  peut  déduire  de  là  que,  dans  riiitérieiir  d'une  surface  a,  l'ex- 
pression 

j  '^-^ pd^+j  ^ p,da, 

dans  laquelle  p  et  p,  sont  des  fonctions  des  coordonnées  a,  b,  c  de 
l'élément  da  et  /•  la  distance  de  d'j  au  point  (.r,  y,  z),  est  une  intégrale 
de  l'équation  (8).  Toutefois  nous  verrons  que  cette  expression  n'a  pas 
la  généralité  suffisante  pour  être  l'intégrale  générale  de  l'équation  (8), 
et  que  cette  intégrale  est 

^^  ^    /-/(/•  -f  at,  e,  I)  +  F(r  -  gf,  9,  l) ^^^ 

J  et  F  étant  des  fonctions  arbitraires  de  trois  variables,  et  ô,  ij;  étant 
deux  coordonnées  particulières  qui  servent  à  déterminer  un  point  de 
la  surface  a. 

Si  l'équation  (  8)  ue  se  rapporte  qu'à  deux  dimensions,  elle  se  réduit  à 

,     .  d'u  „  /d'il  d-u\ 

(9)  UF^^'-'id^^'^dy)' 

qui  donne  le  mouvement  vibratoire  d'une  membrane. 
Si  u  ne  dépend  que  de  r,  on  a 

d-u 2   /d'il  I  dii\ 

dl^  \  dr'     '     r  dr  J  ' 

qui  a  pour  intégrale 

M  =1  /    y'(rcosw  -+-  at)dtù  +  /     F(/'cosi)  -i-  at)  \og{r siii-w)dw. 

J  O  J  O 

[T^oir  un  Mémoire  de  Poisson,  19*^  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique, p.  227).  Nous  verrons  que  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (9)  dans  l'intérieur  d'une  courbe  s  peut  se  mettre  sous  la  forme 

M—  1   /     F[r  cou  (o -r- xt,v)\og[r  sur  u))d(,ids, 
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F  étant  une  fonction  arbitraire  de  denx  variables  et  u  une  coordonnée 
qui  sert  à  déterminer  un  point  de  la  courbe  s. 

7.   Passons  à  l'équation 

(i)  ^  =  a-Au. 

Supposons  d'abord  qu'elle  se  rapporte  à  trois  dimensions.  Si  u  ne 
dépendait  que  de  r,  cette  équation  se  réduirait  à 

3  /rf'a         2  du\    rlu 

\dr'  r  dr  j  rff  ' 

qui  peut  s'écrire 

„  d'{ru)         dlrit) 

^  ,  ,     =  -b— • 

dr^  dt 

On  connaît  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  qui  a  été  donnée  par 
Laplace  et  Fourier,  et  l'on  en  conclut 


a)da. 


e-^''f{r  -h  2as\jt)ds, 


J{x)  étant  une  fonction  arbitraire. 
Posons 

<p(r,  ^  ô,  (j/)  =  i  j       e-*'/(r  +  -ias\!l,  6,  <i/)ds, 

en  désignant  par  5,  <]^  deux  coordonnées  propres  à  déterminer  un 
point  de  la  surface  a,  et  nous  aurons  une  intégrale  de  l'équation  (i) 
en  posant 

(2)  u=:J(f[r,t,d,'\)da. 

Nous  verrons  plus  loin  que  cette  intégrale  a  toute  la  généralité  voulue. 
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Considérons  ensuite  le  cas  où  l'équation  (i)  ne  se  rapporte   qu'à 
deux  dimensions  et  se  réduit  à 

,r, ,  du  ^  j  d- Il  d''  u\ 

(3)  d7  =  '''[d;^  +  ;iy^)- 

Si  u  ne  dépend  que  de  /-,  on  a 

,  I  d-u  I   du\  du 

"   '  7?H  ^  7  d^J  '"  Tït' 
L'intégrale  de  cette  équation  est 

li  =  j        1     f{rcosw  -T-  "i n X \ t) d(ù  e~'^' da 

j     F(rcoso)   ^-7.aa\!/)\og{rs\u-rj))drjie~'^''dx. 

(/^'o/V  Poisson,  i  g^  Cahier  dn  Journal  de  l'École  Polytechnique,^.  245). 
Posons 

<\i[i\t.,v)  —  i        I     V{rcosw  + '2.aa\ft,  v)  \og{rs'ir\^(ji)d(ti  c'^'da, 

F(r,  v)  étant  une  fonction  arbitraire  de  deux  variables  et  v  une  coor- 
donnée propre  à  déterminer  un  point  de  la  courbe  s  qui  limite  l'espace 
dans  lequel  a  lieu  l'équation  (3).  Nous  satisferons  à  cette  équation  en 
faisant 

n=f'^{r,t,v)ds. 

et  nous  verrons  que  cette  expression  représente  la  solution  générale. 

8.  Posons,  en  général, 

A  Ai/  —  A-7Y,     AA-//    -  A^'m.  . .  .  ; 

nous  aurions  pu,  dans  ce  Mémoire,  nous  occuper  plus  génf>ralement 
d'équations  de  la  forme 

AA''«  -I-  BA'm  -!-  .  . .  =  au^  +  bu'  +    . . , 
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ou  de  celle-ci  : 

rf'H  ,  d'il 

dt^  fil' 

en  désignant  par  A,  B,...,  rt,  ^,...  des  constantes.  Mais,  afin  d'éviter 
des  complications  qui  n'auraient  pas  d'utilité,  nous  préférons  nous 
borner  aux  équations  que  l'on  rencontre  en  Physique  mathématique. 


Sur  l'équation  Ai'  =  -   a-i'. 

9.  Imaginons  un  volume  zs  dont  l'éléineiit  est  d^s,  terminé  par  une 
surface  a  dont  on  désigne  l'élémenl  par  de;  si  v  et  tv,  ainsi  que  leurs 
dérivées,  sont  des  fondions  continues  des  coordonnées  rectangu- 
laires X,  j,  z  dans  l'intérieur  du  volume  w,  on  a  cette  équation,  que 
l'on  attribue  à  Grcen,  quoiqu'elle  ait  été  employée  auparavant  par 
Poisson, 

/  vt^wdzs  -  iw^vdzs  —  /  ''  ^ '■'^  —  /  "'  £"/^'^' 

dn  étant  l'élément  de  normale  à  la  surface  menée  vers  l'extérieur  du 
corps,  et  les  intégrales  se  rapportant  au  volume  entier  ou  à  tonte  la 
surface. 

Prenons  pour  IV la  fonction  ^^^^,  r  étant  la  distance  du  poiut(jr,j)  ,z) 

au  point  {a,  b,  c)  situé  dans  l'élément  dzs;  on  aura  (n''  i) 
Atv  =  —  ccw. 

Si  le  point  (x,  j,  z)  est  situé  en  dehors  du  volume  w,  la  fonction  tv 
satisfait  à  la  condition  de  continuité  indiquée,  et  l'on  a,  d'après  la 
formule  ci-dessus,  en  mettant  a,  b,  c  au  lieu  de  x,y,  z  dans  v, 

—  a^  j  V dîz  —  /  —y-  Acrfe 

(l)  {  Z'   ^cosur 

I  r        ,  /'cosar  dv    , 

Tome  XVU  (i«  série).  —  Aoci  187a.  "54 
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dn'  est  l'élément  de  normale  comptée  vers  l'intérieur  du  corps,  et  dans 
le  second  membre  /•  représente  la  distance  du  point  [x,j,  z)  à  l'élé- 
ment do. 

Si  le  point  [x,y\  s)  est  à  l'extérieur  de  7,  l'équation  précédente  est 
applicable  au  volume  renfermé  entre  c  et  une  sphère  a'  infiniment 
petite,  dont  le  point  [x,j^  z)  est  le  centre.  On  aura  donc 


5   r    cosa/-  j  fcosar  ,  1  r         ,  Tcosar    di' 

ar  \v  — '—  dzs  —  \  Acaw=  —    /  v  — t-t—  «c  +  |  -ri 


/■ 


da 


l 


,  cosaR 


R         ,   ,         /"cosaR   dv     ,   , 


R  étant  le  rayon  de  la  sphère;  car  les  intégrales  du  premier  membre 
rapportées  au  volume  infiniment  petit  de  la  sphère  sont  négligeables; 
la  quatrième  intégrale  du  second  membre  est  négligeable  aussi,  et  la 
troisième  est  égale  à 

t' /(«R  sinaR   ;    cosaR)  rr--, 

ou,  en  faisant  tendre  R  vers  zéro,  à  l\-!iv^  dans  lequel  on  remet  dans  v 
X,  y,  z  au  lieu  de  a,  i,  c. 

Donc  on  a,  si  le  point  {3C,y^  z)  est  intérieur  au  volume  w, 

!„    r     cosa/-    ,              /"cosar  .        , 
—  &.    \  V dTS  —  I  i^vdrs 
I               >'        1            r  cosar  dv     ,  , 

=  —   I  V     j  ,     da  -t-  I  T-, da  -f-  l\nv. 
^                       ^/            dn                    J        r      dn 

10.  Posons 

(3)  v^Je^^D^m, 

du  étant  l'élément  d'un  volume  H,  dont  la  masse  est  De/Il;  D  est  par 
conséquent  une  fonction  des  coordonnées  a,  è,  c  de  l'élément  ^n. 
On  a 

(4)  ^Y=^-a}\ 
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pour  tout  point  situé  eu  dehors  du  volume  auquel  se  rapporte  l'inté- 
grale; cherchons  quelle  est  la  valeur  de  AV  pour  un  point  de  ce 
volume. 

Décrivons  une  très-petite  sphère  qui  renferme  dans  son  intérieur  le 
point  {jc,j-,  z),  et  posons 

V  -—  u  +  v', 

u'  étant  la  partie  de  V  qui  correspond  au  volume  de  la  petite  sphère 
et  u  étant  la  partie  restante. 
On  a  d'abord 

[a)  Au  =  —  a-u; 

si  l'on  désigne  par  di  l'élément  de  volume  de  la  sphère,  on  aura 

/vosar        , 
DrtT, 

ou,  en  développant  cosx/'  par  rapport  aux  puissances  de  r,  qui  est 
très-petit, 

u'=  r^D^T-  ^'  TrOf/r-h  .... 

Le  A  du  deuxième  terme  et  des  suivants  est  négligeable,  et  l'on  sait 
que  le  A  du  premier  terme  est  égal  à  —  4?îD-  O»  a  donc 

[b)  Au'  =  -  4?tD» 

en  remplaçant  dans  D  les  quantités  a,  b,  c  par  x,  7,  z.  Il  en  résulte, 
en  ajoutant  {a)  et  [b)  et  remarquant  que  u'  est  infiniment  petit, 

[c)  AV -+-a=V  =  - /(TiD- 
Dans  l'expression 


r^^Drfn, 


la  quantité  qui  se  trouve  sous  le  signe  d'intégration  ne  devient  pas 

34.. 
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infinie  pour  r  =  o,  et  cette  expression  satisfait,  en  dedans  comme  en 
dehors  du  volume  II,  à  l'équation  (4). 

11.  Voyons  ce  que  deviennent  les  équations  (i)  et  (2)  appliquées  à 
l'expression  (3).  D'après  l'équation  {c),  on  a 

Donc,  si  le  volume  cr  renferme  le  volume  H  et  si  le  point  {x,j,  z)  est 
situé  en  dehors  du  premier  volume,  on  a,  d'après  la  formule  (i), 

/cosar 

Si  le  volume  zs  renferme  encore  le  volume  II,  mais  que  le  point  (x,  /,  2) 
soit  situé  à  l'intérieur  du  premier  volume,  on  a,  d'après  la  formule  (2), 


/cosar 


d<7  -h  ^nX. 


12.  Énonçons  maintenant  ce  théorème  important  ; 

Imaginons  un  volume  limité  par  une  surface  q.  On  peut  toujours 
distribuer  sur  cette  surface  une  couche  de  matière  dont  la  densité  p 
soit  telle  que  V expression 


/cosxr       . 


où  r  représente  la  distajice  du  point  {x,j-^  z)  à  l'élément  da,  ait  une 

valeur  donnée  sur  la  surface. 

Quand  on  suppose  «  =  o,  on  a  un  théorème  bien  connu  de  Gauss, 

et  quand  a  est  différent  de  zéro,  le  théorème  peut  se  démontrer  de  la 

même  manière.  {J^oir  le  cinquième  volume  des  OEuvres  de  Gauss, 

p.  232-237.) 

La  démonstration  se  décompose  en  les  parties  suivantes  : 

1°  Si  une  couche  de  matière  a  une  masse  donnée  et  que  la  densité  p 
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ait  partout  le  même  signe;  si,  de  plus,  on  pose 

V—    j'^^^^pdc,       a  ==   I  [V  —   2l])pcl<7, 

U  étant  une  fonction  de  j:,  j,  z,  dont  les  valeurs  sont  données  sur  g, 
Q,  est  susceptible  d'un  minimum  pour  lequel  v  —  U  a  une  valeur 
constante. 

2°  Si  la  densité  peut  changer  de  signe,  on  montre  ensuite  que  v  —  \] 
peut  également  avoir  une  valeur  constante,  la  masse  de  la  couche  étant 
donnée. 

3°  On  peut,  quand  la  masse  est  arbitraire,  s'arranger  pour  que 
p  —  U  ait  une  valeur  constante  donnée  sur  la  surface,  et,  par  suite,  il 
est  clair  enfin  que  v  peut  avoir  sur  la  surface  une  valeur  donnée  et 
variable  d'un  point  à  l'autre. 

13.  Supposons  une  fonction  v  qui  satisfait  à  l'équation 

Af  =  —  a- 1» 

dans  l'intérieur  d'une  surface  et  qui  varie  d'une  manière  continue 
dans  cet  espace,  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre. 
On  a,  d'après  la  formule  (2), 


(7) 


/cosar 
r         ,  r  cosar   di'     ,  , 


Considérons  l'expression  qui  se  rapporte  à  une  masse  distribuée  sur 
la  surface  (7 

/*  COS  X  /•  7 

V=j  -j-pda; 

en  supposant  d'abord  que  la  masse  soit  à  l'intérieur  de  ff  et  occupe 
le  volume  II,  on  aura,  d'après  (6),  en  remplaçant  ^  par  —  ^, 

/cosar 
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Faisons  approcher  les  masses  de  la  surface  a  jusqu'à  ce  qu'elles 
viennent  s'appliquer  sur  celte  surface  et  y  former  une  couche  de  den- 

.    ,  dV  1.1,  •.  .  , 

Site  p;  -7-  ne  cessera  pas  de  varier  a  une  manière  continue,  le  premier 
membre  de  l'équation  précédente  se  réduira  à  l\v.'N  et  l'on  aura 


(8) 


/COSar 
(In  J        r       dn 


Or,  d'après  le  théorème  du  numéro  précédent,  on  peut  disposer  de  p 
de  manière  que  V  ail  une  valeur  donnée  sur  la  surface.  Supposons 
donc  que  V  ait  sur  a  la  même  valeur  que  v,  et,  en  retranchant  (8)  de  (7), 
nous  aurons 


I       /*  COSar  /  (h  dN\     , 

4"'  1/         '■       \dn'  dn  j 


Donc  nous  avons  le  théorème  suivant  : 

Toute  fonction  qui  sc.tisfait  à  V  intérieur  dune  surface  ç  à  l'équation 

et  qui  J  est  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre,  a  pour 
expression 


[d)  f'-^pdo. 


p  étant  une  Jonction  arbitraire  des  coordonnées  de  l'élément  do. 

Dans  ce  théorème,  la  surface  (7,  qui  limite  l'espace  continu  considéré, 
n'est  pas  astreinte  à  former  une  surface  continue;  elle  peut,  au  con- 
traire, être  composée  de  plusieurs  surfaces  fermées.  Si  la  surface  u  se 
réduit  à  une  seule  surface  fermée,  nous  aurons  occasion  de  reconnaître 
qu'à  l'expression  [d)  on  peut  substituer  l'expression 


(.)  /^P.^- 


Il  est  aisé  de  reconnaître  que  la  dérivée,  par  rapport  à  la  normale  à 
la  surface,  de  l'expression  [d)  varie  d'une  manière  discontinue  quand 
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on  traverse  la  surface  o-,  tandis  que  la  même  dérivée  de  l'expression  (e) 
est  continue  dans  ce  passage.  Donc,  si  les  deux  expressions  [rt]  et  (e) 
se  confondent  à  l'intérieur  de  la  surface  a,  elles  se  séparent  au  dehors. 

li.    Les    raisonnements    qui    précèdent    peuvent   être    facilement 
étendus  à  la  théorie  de  l'équalion 

Ac  =  —  a'^v, 

réduite  à  deux  coordonnées. 

Nous  avons  vu  (n°  i)  que  les  expressions 


M 


=  I     cos(arcosw)afu,     N  =  /     cos(<zr  cosw)  log(/' sin^ fo)c?GL 


satisfont  à  cette  équation,  et  par  une  démonstration  semblable  à  celle 
du  numéro  précédent,  on  obtiendra  le  théorème  suivant  : 

Si  une  Jonction  satisfait  à  l'équation 

d'v  rf'r  „ 

—  H =  —  a  V 

dx^  df 

dans  l'intérieur  d'une  surface  plane  limitée  pur  une  courbe  s,  et  qu'elle 
j  soit  continue  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre,  cette  Jonction 
peut  être  mise  sous  la  forme 

(/)  f^pds, 

en  désignant  par  p  une  Jonction  des  coordonnées  de  l'élément  ds. 

Si  la  ligne  s  se  réduit  à  une  seule  ligne  fermée,  nous  donnerons  des 
exemples  où  l'on  peut  remplacer  dans  le  théorème  précédent  l'expres- 
sion [J)  par  l'expression  plus  simple 

{g)  fMpds. 

Il  est  aisé  de  démontrer  que  les  dérivées  de  l'expression  [J)  varient 
d'une  manière  discontinue  quand  le  point  [x,  /,  z)  traverse  la  courbe  s, 
tandis  que  celles  de  {g)  restent  contenues  dans  ce  passage. 
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Développements  en  séries  des  quantités  M  et  N. 
13.  Les  quantités 

cos(fl7'COSiu)^w,     N=/     cos(rtrcosw)log(rsin=w)rtw 

0  J  0 

satisfont  à  l'équation 

et  nous  allons  donner  des  développements  en  séries  de  M  et  N. 
Prenons  des  coordonnées  polaires,  en  posant 

.r  =  Rcosa,     j-  =  Rsina, 

et  soient  «,  R  les  coordonnées  polaires  d'une  extrémité  de  la  dis- 
tance r  et  a,,  A  les  coordonnées  polaires  de  l'autre  extrémité.  Nous 

avons 

r-  =  A^  —  2  AR  cos(a  —  a,)  +  R- 

et 

,                          nV'           n'r'  nVr^p 

-  M   =   I +   , TTT.   —  •  ■  ■   i^ 


(2.4)'  ■■■    "   (2.4.6...2/))  = 

Posons  «  —  a,  =  (5,  et  nous  aurons,  en  faisant  y'—  i  =  /, 

/"  =  (A  -  Re^')(A  -Re-^'). 
Élevons  à  la  puissance  n,  et  nous  aurons 

(A  -  Re^')"  =  '^"-  "A"-'Re^'  -^  ""~'^  A''-='R»e^«'    - 
(A  -  Re-«'j"=  A"-  «A"-'  Re-'''+  "^"^'^  A"-=R-e-=«'- 
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puis  en  mulripliant,  nous  obtenons 

r^'>=  P^„  -+-  2P,,„cos5  -+-  2  Pj,,,  ces  2  5  4- . . . , 

si  nous  posons 

P„„=  A^"+»'A'"--R''4-(''^"~'yA'"-^R^-t-..., 

P  ^— _,jA'"-'R    -  ^----'-'  \''"-''R^      «(«- i) /»(/»  — i)(/»— 2)  R' 

1.2'  I .  a  I .  a .  3  a»        '  '  ■  ' 


p,  „  ^  -il^LZI-L!  a'"-'R-^  +  «  "^"  -  '^^;  ^liLJ  A'"-*R 

1.2  2.3 


2.3 


1.2  2.3.4 

P,  „  =  _  "{n-iKn-^)  ^,„_3  j^,  _  ^  .(.-.)(.- 2)(.-3^|  ^,„_,j^, 
2.3.  2.3.4 

2  2.3.4.5  "  "     ' 


Nous  aurons  donc 

i  M  =  ,  _  f!  (A^+  R2  _  2AR  cos6) 

-l-T^,[A*  +  4A'R--t-R*-4(A'R4-AR»)cos9  +  2A^R^cos2Ô] 

-  (IX¥  f"^"  "^  ^"^'^^  ^  ''^'^'^'  "^  ^' 

-  6(A^R+  3A'R'  +  AR>)  cos9 

+  6(A*R=  + A^R*)cos2e  -  2A'R'cos35] 

-f- 

Désignons  par  Q„(R)  la  fonction  suivante  : 

^"         ^  L  '!"+')  I.2(/î-f-lJ(/?  +  2)  I.2.3(/H-l)(/î-+-2)(/l-(-3)        '    "J' 

Tome  XVII  (a'  sérii\  —  Août   1S72.  J3 
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qui  est  une  solutiou  de  l'équation  différentielle 

on  reconnaît  sans  difficulté  que  la  quantité  -  M   peut  se  mettre  sous 
la  forme  suivante  : 

iM  =  Qo(A)Qo(R)  +  2  Jq.(A)Q,(H)cos9 

foruuile  remarquable  et  dont  nous  aurons  occasion  de  faire  des  ap- 
plications. 

Multiplions  les  deux  membres  par  cos«a,  da,   et  intégrons   de    o 
à   in;  nous  aurons 

-|        1     cos(arcosw)^/MCOSHa,<ia,  =  ; — y-^ r,Qn(^)Qn(R)t'os/ia. 

"./o  ^0  (2.4    6... 2«)»^"^      '^ 

Or  Q„(R),  au  lieu  d'être  exprimé  par  une  série,   peut  l'être  par  la 
foruuile 

2  /i  6      (2/2  /^^ 

Q„(R)  =  — or     "/ ^,  R"  I     siii""w  cosfaR  cos(ù)d'j>; 

^   ''     <         1 . 3 . 5 ...  (2  «  —  I  )       J^  ^  '       ' 

on  a  donc  une  intégrale  double  exprimée  j)ar  le  produit  de  deux  inté- 
grales simples. 

i6.   Le  développement  analogue  de  N  en  série  est   plus  difficile  à 
obtenir.  Nous  avons 

N  =  logr  /     cos(arcosw)c^w  -+-2  1     cos(rtrcosw)  logsiuojc^a). 

t/O  «/o 
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Considérons  d'abonl  1(!  cas  où  n  est  mil;  N  se  réduit  à 

Nn  =  n  logr -(-  2  /     log  siiicor/od 

—  Trlogr—  27:  loga  [Calcul  intégral  de  M.  Bertrand,  p.   147)- 
On  a  d'ailleurs 

et  en  prenant  les  logarithmes 

R        ,        I  R'  r  •  ï^"  û 

logr  =  logA  —  -  cosS —  c()S2&  —  ••  —  "  X"  '^"^"^  — ••■; 

donc  on  a 

iN„  =  logA  —  aloga  — -cosô  —  ^  —  cos  20  — ...— ^  —  cos«5  — .... 

Cherchons  maintenant  à  passer  au  cas  où  a  n'est  pas  nul.  N  satisfait 
à  l'éqnalion  (1),  et  si  nous  adoptons  des  coordonnées  polaires,  cette 
équation  se  change  eu  la  suivante  : 

d^lt  l     du  I    rf'u  , 

'^1  dR'         RdK         R'  d-u' 

Commençons  par  déterminer  une  solution  de  cette  équation  qui  soit 
le  produit  d'une  fonction  de  R  par  une  fonction  de  a,  et  posons 

(3)  M=-Q(R)T(a), 
nous  trouverons  que  l'on  a 

T(a)  =  A  co&na  -+-  B  sin//a, 

n  étant  entier  afin  tpie  T(«)  ait  pour  période  2n,  et  Q  satisfaisant  à 
l'équation 

(4)  i^"-S-^«S-^  "'^^-"^)^  =  ^' 

35.. 
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et  la  solution  de  cette  équation  différentielle  est 

CQ„(R)  +  C'Q'„(R), 
en  posant 

Q'„(R):=R-"[.+  ^+^^^^A£_^_...J. 

(Voir  Mémoire  sur  la  membrane  elliptique,  t.  XIII,  p.  i4i-) 

Q„(R)  renferme  le  fadeur  R"  et  Q'„(R)  le  facteur  R~".  A  la  vérité, 
lorsque  «  est  entier,  la  forme  de  la  seconde  expression  n'est  plus  ad- 
missible ;  mais,  comme  elle  l'est  pour  toute  autre  valeur  de  n,  il  résulte 
de  la  continuité  qu'il  existe  une  solution  qui  renferme  R~"  en  facteur 
et  que  nous  désignerons  par  Q'„{R).  Dans  le  cas  de  n  =  o,  nous  po- 
serons 

Qo(R)  =  -   I     cos(aR  cosw)  log(R  sin-w)<Yw, 

qui  est  lUie  solution  de  l'équation  (4)  pour  n  =  o. 

L'expression  de  N  qui  satisfait  à  l'équation  (2)  doit  être  la  somme 
d'une  infinité  de  quantités  telles  que  (3).  Supposons  R<;A;  pour 
a  =  o,  N  doit  se  réduire  à  l'expression  que  nous  avons  trouvée  pour 
No;  or,  pour  a  =  o,  Q„(R)  et  Q'„(R)  se  réduisent  à  R"  et  R^";  donc 
les  fonctions  Q„(R)  entrent  seules  dans  le  développement  de  N,  et 
l'on  peut  poser 

^N  =  EQo(R)  +  E,Q,(R)(D,  cos«  +  F,  sina)  +  ... 
■+■  E„Q„(R)(D„  cosna  +  F„  sinnx  )  +  . . . , 

les  quantités  E,  D,  F  étant  des  constantes. 

N  est  fonction  de  a  —  x,  =5,  et  l'on  en  |)eiil  f',icilement  conclure 
que  le  développement  précédent  peut  s'écrire 

^N  =  EQ„(R)  +  E,Q,(R)cos5+  ...  +  E„Q„(R)  cos«5  -4-  . . . . 
Si  l'on  regarde  R  comme  constant,  chaque  terme  de  N  doit  pouvoir 
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être  considéré  comme  le  produit  d'une  fonction  de  A  par  une  fonction 
de  0,  et  l'on  doit  avoir 

E„=:CQ„(A)  +  C'Q'„(A), 

C  et  C  étant  deux  constantes;  mais  £„  doit  se  réduire  à  —  -  —  pour 

n  A"  ' 
a  =  o;  donc  on  a  simplement 

E„  =  -^Q'„(A), 
et  l'on  a  enfui  cette  formule  remarquable 

^N  =  q;(A)Q„(R)-Q',(A)Q,(R)cos9-..   -^Q'„(A)Q„(R)cos«9-.... 

Remarquons  que,  R  étant  supposé  plus  petit  que  A,  les  quantités  A 
et  R  entrent  de  la  même  manière  dans  le  développement  de  M,  et 
entrent,  au  contraire,  d'une  manière  différente  dans  le  développement 

de  N. 

17.  Les  développements  de  M  et  N,  que  nous  venons  d'obtenir, 
naissent  de  la  considération  des  coordonnées  polaires.  Si  x  et  j  sont 
des  coordonnées  rectilignes  rectangulaires  et  que  nous  posions 

e^  -+-  e-?                                  gi"  —  e-'-     . 
X  ^  C cosa,      }==  c sina, 


pour    prendre   «   et    j3    comme    nouvelles   coordonnées,    l'équation 
P  =  const.  ou  l'équation 

dans  laquelle  on  sujipose  jS  un  paramètre   variable,  représentera  des 
ellipses  homofocales,  et  l'équation  a  =  const.  ou  cette  autre 


c\ 


dans  laquelle  a  est  un  paramètre  variable,  rej^résentera  une  série  d'hy- 
perboles homofocales  entre  elles  et  avec  les  ellipses. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  développements  de  M  et  N 


378  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

suivant  des  séries  qui  provieiiueut  de  la  considération  des  coordon- 
nées a  et  jS. 

Si  aux  coordonnées  x  et  y  on  substitue  les  coordonnées  a,  p, 
l'équation 

ifu  d-ii  j 

dx'  dy  ' 

se  change  en  la  suivante 

d'n         d'il  ,    .,  r/eJ  +  e-^N'  ,     "1 

h  -—  =  —  a^c-      —  cos-a     u 

d-x'  df  W  1  ]  J 

'voir  Membrane  elliptique,  t.  XIII  de  ce  Journal,  p.  i/jôi,  et,  si  l'on 
suppose  que  u  soit  le  produit  d'une  fonction  de  a  par  une  fonction 
de  jS.  et  qu'on  pose  en  conséquence 

«  =  P((x)Q(|3), 

P  et  Q  seront  donnés  par  les  deux  équations  différentielles  du  second 
ordre 

(a)  ~, h  (R  —    2^-  cosaa)  P  =  o, 

^     '  dx' 

h  étant  égal  à  —  et  R  étant  une  constante. 

"  2 

R  est  une  constante  qui  doit  être  telle,  que  P  ait  27:  pour  période. 
(Nous  avons  appris  à  déterminer  cette  quantité  dans  le  Mémoire  cité.) 
Pour  /z  =  o,  P  se  réduit  à 

C  cosy'Ra  +  C  siii  vH«, 

C  et  C  étant  des  constantes,  et  R  se  réduit  au  carré  d'un  nombre 
entier;  mais,  quand  h  n'est  pas  nul,  la  solution  générale  de  l'équa- 
tion (rt)  n'est  pas  périodique,  et  l'on  a  deux  sortes  de  solutions  de  cette 
équation  :  les  unes  que  nous  avons  désignées  par  P2(«),  et  qui  se 
réduisent  à  cosga  pour  h  =  o;  les  autres,  désignées  par  P,(a),  qui  se 
réduisent  à  singa  pour  /?  =  o;  et,  quoique  R  se  réduise  à  g*  tlans  ces 
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deux  solutions  pour  A  =  o,  il  n'y  a  pas  cependant  la  même  valeur,  de 
sorte  que  P.{<x)  et  P,(a)  sont  les  solutions  de  deux  équations  diffé- 
rentielles distinctes.  Nous  représei:terons  par 

P,(a,g-),      P.(«,g) 

les  deux  fonctions  P,  qui  se  réduisent  à  cosga  et  singa  pour  h  =  o. 

r  étant  la  dislance  de  deux  points  dont  les  coordonnées  dans  le 
système  elliptique  sont  a,  (5  et  a,,  b,  nous  aurons 

/•=  =r    ^  [(gP  +  e-P)  cosa  —  (e*  +  e"*)  cos«,]=' 
-H|[(eP  —  e-P)  sina  -  (e*  —  e-*)  sina,]^ 

Après  avoir  rappelé  ces  principes,  nous  allons  donner  les  dévelop- 
pements des  quantités 

M  =  /     cos(ar  cosco)^w,     N=/     cos(rtr  cosw  )  log(r  sin^Ga)^/^, 

sans  nous  étendre  sur  les  considérations  qui  nous  y  ont  conduit. 
On  a 


M  =  P,(«,  o)P,(«,,  o)Q,(]3,  o)Q,(*,  o) 

,i)P,(«„i)Q,(P, 

P.(«,  i)P,(«,,  i)Q,(|3,  i)Q.(6,  i)] 


8^;     [P,{a,  i)P,(«„.)Q,(p,  ,)Q,(*,  i) 


h> 


■8(-^^[P.(«,2)P,i«,,.)Q,(/3,.)Q,(^2) 

+  P,(a,.^)P,(«,,5.)Q.(/3,2)Q,(A,2)J 

^f|Î6P[P=(«'  ^)f'«(«"  ^)Q«^^'  ^^Q^'^*'  ^"^^ 

+  P.(a,3)P.(«„3)Q,(|3,3)Q,(*,3)] 


Il  y  a  une  remarque  à  faire  sur  les  valeurs  des  expressions  de  P  et  Q. 

Dans  notre  Mémoire  sur  la  membrane  elliptique,  les  fonctions  P  el  Q 

ne  sont  pas  complètement  définies;  elles  le  sont  seulement  à  un  facteur 
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constant  prés,  qui  se  réduit  à  l'unité  pour  h  =  o.  Ainsi,  par  exemple, 
d'après  ia  formule  donnée  dans  ce  Mémoire,  en  ne  prenant  que  les 
ternies  en  //"  et  Ir,  on  réduit  Po(a,  i)  et  P,(a,  i)  à 

P^^a,  i)  =  coscz  —  ^  cos3«,     Pi  («,  i)  =  sin«  —  n-  sin3a, 
et  dans  l'expression  de  M  il  faut  faire 

Pj^a,  i)  =  cosa  —  „  (cos3a  -i-  cosa), 
P,(a,  i)  =  sina  —  ô-(**i'i3«   —  sina); 

ce  sont  les  premières  expressions  multipliées  respectivement  par 

h'  h' 

D'après  la  manière  dont  Q2  et  Q,  se  déduisent  de  Pj  et  P,,  on  a 

^  04/3  0  =  "' "^ '"'  -  -  ffidiill'  +  ''^'~ 

^"^"'    '  2  y  \      2  2 


2  « 

L'indétermination  que  nous  laissons  subsister  dans  l'expression  de  M 
sera  cependant  sans  inconvénient  dans  les  a|)plications  que  nous 
aurons  à  en  faire. 

Pour  déduire  de  la  formule  que  nous  venons  de  donner  pour  M  celle 
qui  est  relative  aux  coordonnées  polaires  et  que  nous  avons  obtenue 
précédemment,  il  suffit  de  faire  c  =  o,  en  se  rappelant  que  l'on   a 

A  =  —  »  puisque  I  on  a  pour  c  =  o 

et  que,  lorsque  c  tend  vers  zéro,  les  quantités 

^Q=(/3,g),    ,^Q.(/3.g) 
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lendeiil  vers  l'expression  que  nous  avons  représentée  parQ^(R^  dans 
le  n"  15. 

18.    Donnons  ensuite  le  développement  de  N.  Dans  le  cas  où  a  est 
nul,  N  se  réduit  à 

N„  =  7:(logr  —  2  log2). 
On  a  d'ailleurs 

/•=  =     ^  [(eP  -t-  e-P)  cosa  —  (e*  -l-  e"*)  cosa,]''' 

■4-  j{{e^  —  e~P)  sina  —  (e*—  e"*)  sina,]% 

et   eette   expression  peut  se  décomposer  en   facteurs  de  la   manière 
suivante  : 

Supposons  i  >  |3  et  prenons  les  logarithmes  des  deux   membres  en 
ap[)liquant  la  formule 

log(i  -m)=-m-^-..    , 

et  nous  aurons 

log/ =  log-;^ 3 —  cosa  cosa,  — ...—  -  — —^ —  cosgacosg^a,  — ... 


î-^sina  sina, -...-^"""^g^  °  siujja  singa, 


.\insi  l'on  a 


I  ^.  ,       ce'  e' 


e  °    cnsgc/.  cosga,  —  . 


, e  "  suia  SU)  a. 


e  ^   smga  suie  a. 


Toir.c  XVII  (  i'  série,.—  Septembre  i»72. 
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Examinons  ce  que  deviennent  les  fonctions  P,,   Po.  Q,,  Q^  pour 
a  =  o.  Alors 

\*2[a,  g)     se  réduit  à     cosga,  Q^l ^,  g)     à     -^ •• 

P,(a,g)     se  réduit  H     singa,  Q,^,  g)     à  ~ ''      : 

P2(a,  o)  et  Q2(/3,  o)  se  réduisent  à  l'iniilé;  quant  à  la  fonctioi.  P,(a,  o), 
elle  est  nulle,  quel  que  soit  a 
L'équaiion  qui  donne  Q  est 

et  pour  a  =  o,  or.  a  h  =^  o,  R  =  g":  donc  la  solution  générale  de  cette 
équation  se  réduil  à 

on  en  déduit  pour  solutions  particulières 

„     eS-'  H-  e-l^  _  cS?  —  e-S^ 

et,  de  plus, 

Q'  =  e-s^, 

que  nous  |)ourruns  écrire 

Q'  =  Q. -Q,. 

Quand  h  est  quelconque,  en  posant 

m  =  R  _  ih\ 


nous  a.nrons 


Q,  ^  jS  +  /H  -^  +  {ni'  -  24A^; 


.3    '    ^      .      ^  '  ^2.3.4.5^  ■■•' 
i^.^^+»i^^  +  {,n'-    8A^)^    +.... 

P,(a,gi  et  P2(a,g:j  ont  27:  pour  période,  et  les  fonctions  Qai/^ig'j  et 
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Q,  (/3,g),  qui  se  déduisent  des  doux  précédentes  par  le  changemeni 
de  a  en  ^\/  —  i,  ont  aTry  —  i  pour  période.  Si  la  quantité  R,  qui  entre 
dans  la  fonction  Q,  ou  Q.,,  ne  la  rend  pas  périodique,  nous  la  repré- 
senterons par 

Q.[fi,Rj     ou     Q,[^,  HJ. 

Le  terme  général  de  No  renferme  en  tactcnr  e~^'';  donc  le  terme  de  N, 
qui  correspond  au  ternie 

2  cS'  -+■  e-s^      „;, 
e  "    oosga  cosg:a,, 

qui  a(>partiei)t  à  N„,  doit  renfermer  eu  facteur  une  fonction,  cjue  nous 
désignerons  par  Q'b,  R„\  de  la  forme 

(c)  \Q,b,g)-nQ,[b,l\,], 

Rg  étant  la  quantité  R  qui  se  trouve  dans  V.,[ot.,g),  et  A,  B  étant  des 
constantes  qui  se  réduisent  à  l'unité  pour  h  =  o.  Et  le  terme  de  N,  qui 
correspond  au  terme 

—  - e  ""  singa  singa,, 


qui  appartient  à  No,  renferme  en  facteur  une  fonction,  que  nous  dési- 
gnerons par  Q' j  è,  R'g  j,  de  la  forme 

(d)  E»Q4^R;]-EQ,(>,g), 

R'„  étant  la  quantité  R  (pu  se  trouve  dans  P,(a,  g),  et  D,  E  étant  des 
constantes  qui  se  réduisent  à  l'unité  pour  h  ^=  o. 

Pour  g  =  o,  la  fonction  Q'(/',  R^j  n'est  plus  de  la  forme  (c).  Quand 
on  y  fait  h  =  o,  cette  fonction  satisfait  à  l'équation 

^^  =  o,      doù     Q  =  C  +  C'/5; 
et  pour  //  =  o,  Q'ip,  Ro)  se  réduit  à 

logg-^j3     ou     log^, 

36.. 
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qui  est  le  premier  terme  de  No-  Donc,  i^our  mie  valeur  quelconque  fie 

h,  ou  aura 

(e)  Q'(^,  R„)  =  A  loggQ,(A,  o)  +  BQ,[^,  R„], 

A  et  B  étant  des  constantes  qui  se  réduisent  à  l'unité  pour  h  =  o. 
D'après  cela,  on  a  pour  le  développement  de  N,  lorsque  jS  est  <C  b, 

^  N  =  Q,(i3,  o)Q'(/7,  R„)P,(«,  o)P,(«,,  o) 

-2Q,(|3,  i)Q'{i,R,)P.(a,  .)P,(«.,i) 
-2Q,(/3,  .)Q'!^R'.!P.(«.i)P,(«Mt) 


-!Q.fi5,g)Q'(^>,R„0P.(«,g)M«-i?)---- 

Il  faut  remarquer  que  dans  celle  fornude  les  fonctions  Q'  n'ont  pas 
été  complètement  définies,  parce  que  nous  n'avons  rien  dit  des  con- 
stantes A,  B,  D,  E  qui  entrent  dans  (c),  {d).  [e),  si  ce  n'est  qu'elles  se 
réduisent  à  l'unité  pour  h  =^  o. 

...  ,   .         ,  .    ,     sinar      cos ar 

Developpeinenis  en  séries  nés  quantités  — ~  ? 

19.   Les  quantités 


dans  lesquelles  ;•  désigne   la  distance  du   point  (.r,  y,  z)  à  un  |)oinl 
fixe  (a,  |3,  7),  satisfont,  comme  nous  avons  vu  (n°  i),  à  l'équation 

d-u  d'il  d'u  ., 

dx-  dr  '  dz' 

Prenant  des  coordonnées  sphériques,  nous  poserons 

jr  =  R  cos5,     j  n=  R  sinô  cosii,     î  =  R  sinô  sinij/, 
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et  si  A,  5',  (J>'  sont  les  coordonnées  sphériques  de  la  seconde  extrémité 
(!<•  /•,  nous  aurons 

a  =  A  cosô',      p  =  A  sii)5' cosi];',     y  =  A  sinS' sin^''- 
Nous  ar.rons,  par  suite, 

r-  =  A-  —  aAR  cosw  +  R^ 
en  posant 

coscù  =  cosô  cos5'  +  sin9  sinô'  cos(4'  —  <}'''• 
Calculons  d'ahonl  K;  nous  aurons 


K  =  i 


2.3       2.3.4.5       2.3.4.5.6.7 


,  A^  -H  R'  —  2  AR  coso 
R  =  I  —  a^  — 


.2.3 


H - — [(A-  +  R')'  -  4AR(A-  +  R=)cos'^  +  4A=R'cos='wJ 

2.3.4-5  "-^ 

^^[(A-  -hR-)'  -6AR(A=  -hR-)'cos(u+  laA^R-cos^w 

-  8A'R'  cos'w] 


Ordom:ant  p;u'  rapport  aux  puissances  de  cosw,  nous  aurons 


+  <..e„s»[i^-j:4î4.4B(A'  +  R- 


2 . 3. . . 7 


6AR(A-  -(-R=)=-...] 


«' '--"[rS  -  r£i  ■=*'"'(*■  +  "''-"■•  ] 
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Les  X„  lie  Legendre  sont  donnés  par  la  formule 


"  l.2...«  2(2«  —  l; 


.(2«  — i)r     „        ««  —  I 

-i COS"0J ; 

...ri  I  2(2«  — l; 


n(n  —  i)(n  —  2)(n—  3)         „_^ 
-h  ,,        rr^ 5-fOs"    '  <,) 

et  en  fnisant  successivement  «  =  i ,  2,  3, .  .  . ,  on  obtient 


I  .  2  -„  1 

X,    =  COSW,        rXo  =  COS-W 

1.2.3^  ,  3 

:X,   =  CO!,''C)    —    ^COSW, 


1.3.5     '  ~  5 

— =-=-2X5  =  COS*  OJ  — COS-C)  H -, p- 

1.3.5.7  '-v  2.4.7.5 


De  ces  équations  on  peut  déduire  successivement  cosoj,cos^w,  cob'w, 
eu  fonction  de  X,,  Xj,. . . ,  et  l'on  obtient 


COSU     =  X,,        COS"C0  =:  ^-^  X,  -h  0' 

,  1.2.3^  3  . , 

COS'  OJ  =  r-^  X,  +   r  A, , 

1 . 3 .  D  5 

I.2.3.4v         i^'-^v         ,       ■ 

COS    Cù  =  — =— z A.  H ^  Xo  -I-  -z^ 

i    ô.'j.'j  71.3      "         5 

,  i.2.3.4-5„  10  1.2.3-,  3„ 

COS^W  =         -    c- X5  H 5-5  X3    H A,  . 

i3. 5.7.9  91.3.5  - 


En  substituant  ces  expressions  dans  la  formule  qui  donne  R  et  en 
posant,  en  général, 

r„(R)  =  R«|  1 ^^R=  H -, Ç- ^R* 

"■     '  |_  2(a«+3  2.4^2/J^-3)(2/^^-5 

^ el R.  +    1, 

2.4.(3(2/? -+- 3)  {2/î -h  5j  (2«  4- 7)  ■  J 
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1)1)  trouvera  facilement  celte  formule  remarquable 

K  =  T„(A)T„^R)  +  ^T,(A)T.(R)X,  +  3^T,(A)T,!  R)X, 
^T,(A)T3(R)X,  +     -^!^T,(A)T,(R)X, 


Remarque.  —  Multiplions  les  deux  membres  de  cette  formule  par 
X„  iinudu;  en  inlégrani  de  o  à  ;t  et  remarquant  que  l'on  a 

/     X„X,,  sinco(Yw  =  o, 

•  o 

si  n  cl  p  sont  deux  nombres  entiers  différents,  ou  aura 

r'^  sinar  '  . 

/     X,,  suiwr/oj 

Jo  '■ 

=  5T"Hï — ; {Ti r~~i  T„  (  A  )T„  (  R  )  /     X'  sin  00  c^oj . 

1)  ailleurs  on  a 

/      X' sinsor/oj  =: 

(Voir  Calcul  intégral  de  M.  Bertrand,  j).  548.)  On  a  donc 

/'"  !L"JL-X„  sino.^.^  =  ,,  ^,  '"'""' -T„(A)T„(R). 

Jj,  r  3'.5'..  .  (2« -h  i)'         ^      '     "^      ' 

T„(A)  et  T„(R)  peuvent  être  regardés  comme  des  intégrales  définies; 
car  on  a 

T„(R)  =-  '•3-5---(2/^  +  i)^„  p  cos(Racosw)sin="+'wrf«  \*\ 

20.   Occupons- nous  ensuite  de  la  fonction 

_  coSffr 


[*]   D'après  une  formule  de  Legendre,  ces  deu.x  quantités  peuvent  aussi  s'exprimer 
sous  forme  finie.  [Voir  notre  Cours  de  Physique  mathématique,  n°  88.) 
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Dans  le  cas  où  a  est  nul,  on  a,  en  supposant  R  <  A,  le  développe- 
ment bien  connu 

\^  /  r  A         A'  A'  A"*' 

Cherchons  à  passer  au  cas  où  a  n'est  pas  nul.  L  satisfait  à  l'équation 

au  =  —  a-u. 

Si  nous  adoptons  des  coordonnées  sphéricpies,  cette  équation  prend  ia 
forme  suivante  : 


/       du 


du    , 

I      d'il  1        ds  ,„„ 


<-m  sin=e  d'^'         sine        rf9 

Cherchons  une  solution  de  cette  équation  qui  ne  dépende  que  de  R 
et  GO.  Pour  y  arriver,  prenons  pour  l'axe  polaire  des  coordonnées 
sphériques  un  rayon  qui  passe  par  l'extrémilé  (a,  jS,  y)  de  r;  alors  « 
sera  égal  ;\  6,  et  u,  ne  dépendant  que  de  R  et  w,  sera  donné  par 
l'équation 

i -+- ; =     —     fl-'R-'W, 

rfR  sin  w  f/w 

Particularisons  encore  cette  solution  en  supposant  qu'elle  soit  le 
produit  d'une  fonction  de  R  par  une  fonction  X„;  posons 

(g)  «  =  F(R)X„. 

Comme  X„  satisfait  à  l'équation 


sinu)  rfto 

F(U)  est  donné  par  l'équation 


-f-  W(rt  -)-  !)X„  =  O, 


__^_[„(„4.,)-_  «^R'^]F  =  o. 
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Si  ensuite  on  désigne  par  C  et  C  deux  constantes  arbitraires,  on  a 

F  =  CT„(R)  +  C'S„(R), 

T„(R)  étant  la  fonction  ainsi  désignée  dans  ce  qui  précède,  et  S„(H) 
ayant  pour  valeur 

S„(R)    =   R-"         I    '+    2(2«_,)+    2.4(2«-l)(2«-3) 

rt«R«  "1 


.4.6(2/1  —  i)(2n  —  3)(2'2  —  5) 


Les  termes  de  la  série  qui  compose  L  doivent  être  de  la  forme  de 
l'expression  {g),  et,  comme  le  terme  général  de  L  doit  être  composé 
en  A  et  w,  comme  il  l'est  en  R  et  a,  si  l'on  désigne  son  rang  par  n-hi, 
il  sera  de  la  forme 

[BT„{A)  4-  B'S„(A)][CT„(R)  +  C'S„(R)]X„, 

R  et  W  étant  deux  constantes  arbitraires.  Pour  a  =  o,  il  devient 


(B'^-^-A^/V li- 
mais pour  a  =  o,  L  se  réduit  à  ^,  son  développement  à  {/)  et  le  terme 
en  question  à 

X^B«X„. 

Ainsi  l'on  a 

B  =  o,     B'  =  i,     C  =  i,     C  =  o, 

et  le  terme  général  de  L  est 

S„(AjT„(R)X„. 

Donc  enfin  l'on  a,  si  R  est  <  A,  la  formule  suivante  : 

L  =  S„(A)T„(R)-)-S,(A)T,(R)X, +  ...  +  S„lA)T„(R)X„  +  .... 
Nous  allons  donner  des  applications  des  développements  précédents. 

Tome  XVIl  (7^  série  V  —  Septembri.;  1872.  '^7 
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Intégration  de  Véquation  -—  -^  -—  ^=  —  a'^  u  dans  l'intérieur 
d'un  cercle. 


21.  Supposons  qu'une  fonction  u  satisfasse  à  l'équation 

(')  ^+;?^=-«"" 

dans  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  H,  et  que  sa  valeur  soil  donnée 
sur  le  contour  de  ce  cercle;  nous  allons  montrer  comnient  on  pourra 
la  déterminer. 

D'après  le  théorème  du  w"  14,  la  fonction  u  peut  être  mise  sous  la 
forme 

(2)     u  =^  1  ^pds,     avec      N^-   /      cos(a/coscj)  log(r  sin-u)f/co, 

ds  désignant  l'élément  de  la  circonférence  du  cercle  et  l'intégrale  se 
rapportant  à  la  circonférence  entière;  de  plus,  p  désigne  une  fonction 
d'un  point  du  contour. 

Supposons  que  les  deux  axes  rectangulaires  passent  par  le  centre  du 
cercle,  et  prenons  des  coordonnées  polaires  en  posant 

a:  =  R  cosa,     ^  =  R  sina; 

les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  cercle  seront  H  et  a,,  que 
nous  ferons  varier  de  o  à  2;:.  Alors  on  a 

r-  =  H'^  —  2HR  cos(«  —  a.,)  +  R-,      ds  =  Hda,, 

et,  p  étant  luie  fonction  de  a,  qui  n'est  assujettie  qu'à  rester  invariable 
quand  on  augmente  a,  de  2n,  on  pourra  poser 

/S  =  Ao  +  A,  cosa,  H-  B,  sina,  -t-  Aj  cos2a,  ■+■  Bj  sinaa,  4-  .  . . . 
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D'ailleurs,  R  étant  <  H,  on  a  (n"  16) 

^N  =  Qo(R)Q;(H)-Q,(R)Q;(H)(cosacosa,  -i- sina  sina,)  —  ... 
—  -Q/i(R)Ql(H)  (cos«a  cos«a,  +  sinna  sïnna,)  —  ..., 


et,  comme  on  a 

cosnci,  cospa, da,  ^=  o, 

sinnoc,  sinpa,do^,   =  o, 

sinna,  cospa,  da,  =  o, 


i: 

si  n  et  p  sont  deux  entiers  quelconques,  distincts  toutefois  dans  les 
deux  premières  intégrales,  on  obtient 

^/Np^.y=AoQo(R)Q;(H)2;rH-Q,(R)Q;(H)7rH(A,cosa+B,sina)-... 
-  ^Q«(R)Ql(H)7rH(A„  cosna  +  B„  sinwa)  -  . . . . 

Cette  série  peut  s'écrire  plus  simplement 

f^pds  =  C^Qo{R)  -h  (C,  cosa  -+- D,  sina)Q,  (R)  +  .  .  . 


(3) 

'  '    (C„  rosna  +  D„  sin/2«)Q„(R) 

Co,  (^,,...,Do,  D,,...  étant  des  coefficients  que  l'on  déterminera  par 
la  condition  que  cette  série  soit  sur  le  contour  du  cercle  une  fonction 
donnée  de  a. 

22.  Supposons  ensuite  que  la  fonction  it  satisfasse  à  l'équation  (i 
dans  l'intervalle  compris  entre  deux  cercles  concentriques,  et  que  sa 
valeur  soit  donnée  sur  les  contours  de  ces  deux  cercles. 

Désignons  par  h  le  rayon  du  plus  petit  cercle  et  par  H  celui  du 
plus  grand.  Représentons  par  r  la  distance  du  point  {x,/}  à  un  point 
quelconque  du  cercle  extérieur,  et  par  r,  la  distance  de  ce  point  à 
un   point  quelconque  du   cercle  intérieur.    D'après    le  théorème  du 

37.. 
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n"  14,  u  pourra  être  mis  sous  la  forme 

M  = /NpH^a,  -h /N.p.Ar/a,, 

p  et  p^  étant  des  fonctions  de  a,,  qui  ont  27;  pour  période,  et  N  et  N, 
ayant  pour  valeurs 

N  =-  /     cos(rtr  cosu)  log(rsin^  00)  ^0), 
J  0 

]<(,:=-  f     cosfar, coso))  logfr, sin'i))  Jw. 

La  première  intégrale  qui  compose  n  peut  être  représentée  par  la 
série  (3),  et  il  reste  à  nous  occuper  de  la  seconde. 
Comme  h  est  <  R,  on  aura 

^n,  =  q;,(R)Qo(A)-... 

Q„(R)  Qn  eO  (cos«a  cos/j«,  -I-  sinna  sin«5<,)  — ..., 

et  le  calcul  qui  a  conduit  à  la  formule  (3)  nous  donnera 

f'!^,p,hdc(,=^  E„Q;(R)  +  (E,  cosa  +  F,  sina)Q',  (R)  +  ... 
-f-(E„  cosna-t-F„  sinna)  Q', (R)  +  ... . 
Nous  aurons  donc 

u  =       CoQo  (R)  +  ...  -H  (C„cosn«  -+-  D„sin«a)  Q„  (R)  -f-  ... 
-+-EoQ'o(R)  +  ...  +  (E„cos^^a^-  F„  sinwa)  Q'„  (R)  +  ..., 

et  l'on  pourra  déterminer  les  coefficients  d'après  les  deux  conditions 
que  u  soit  une  fonction  donnée  de  a  pour  R  =  /;  et  une  autre  fonction 
de  a  pour  R  =  H. 

23.  Dans  le  premier  cas  que  nous  venons  d'examiner  et  ou  la 
fonction  u  satisfait  à  l'équation  (i)  dans  tout  l'espace  renfermé  dans 
le  cercle  de  rayon  H,  la  fonction  u  peut  être  mise  sous  la  forme  plus 
simple 


(4)  u  =  j  Mpds     avec     M  =  -  /     cos  {ar  cos <j)] 


d'ji. 
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En  effet,  on  a  (n"  IS) 

M  =  Q„(H)Q„(R)  +  ... 

et  le  raisonnement  qui  nous  a  conduit  à  la  formule  (3)  nous  donnera 
de  même 

fMpds=^  CoQo{R)+  •■•  -^-  (C„cosna  +  D„siii«a)  Q„  (R)  +  ..., 

Co,  C,,  D,,...  étant  des  coefficients  indéterminés. 

Mais  si  ta  fonction  u  satisfait  à  l'équation  (i)  seulement   dans  un 
espace  annulaire,  la  formule  (4)  ne  peut  plus  être  adoptée. 

Intégration  de  f  équation  Au  =  —  a-u  dans  l'intérieur  d'une  ellipse. 

24.  Supposons  qu'une  fonction  satisfasse  à  l'équation 
,   .  tfa         (l'a  , 

(0  d7'  +  dF-'  =  -'"' 

dans  l'intériein-  d'une  ellipse,  et  que  sa  valeur  soit  donnée  sur  le  con- 
tour de  cette  ellipse. 

Représentons  la  fonction  u  par 

(2)  /Npr/j, 

ds  étant  un  élément  du  contour.  Adoptant  les  notations  du  n"  17, 
posons 

eP  +  e-P  e*  —  e-^     ■ 

X  =  C cosa,      y  =  c sui  a. , 

2  "  ••• 

et  représentons  par 

l'équation  de  l'ellipse  du  contour;  un  point  de  ce  contour  aura  dans 
le  système  elliptique  pour  coordonnées  la  constante  b  et  la  variable  a., , 
qui  peut  varier  de  o  à  21:. 
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La  coordonnée  /3  ti'un  point  quelconque  pris  dans  l'intérieur  de 
l'ellipse  étant  <  ft,  nous  aurons  (n°  18) 

i  ^N  =  Q,(/3,o)Q'(è,R„)P,(a,o)P,(a,,o)-^  ... 

D'ailleurs  on  a,  en  désignant  par  a:,,  j,  les  coordonnées  rectilignes 
d'un  point  du  contour, 


^^  =  ^«'Vf^)'"  (1"^=  ^V  (^T^)  -  ^os^^,ch., 


et 


p  n'est  fonction  que  de  a,,  et  Ja  quantité 


peut  être  mise  sous  la  tornie 

I  AoP,(a,,o  -4- A,P2(a,,  i) -+- A2Pa(a,,  2) -h..  . -r- AgPj^a,,^/ -^  ■■  ■ 
1  +B,P,(a,.i;4-B,P,(a,,2)+,  ^B^P.(«,,g)^...  . 

Désignons  ensuite  par  P  et  P'  deux  quelconques  des  fonctions  P, 
et  P2;  elles  satisfont  aux  deux  équations 

—  -  H-  (  R  —  a  h'^  cos  2  a)  P  =  o , 

d'  P' 

— -r  +  (R'—  2^^  cos2a)  P'=  o. 

aa-  ^  ' 

En  les  combinant,  on  a 

rf'P  d'P' 

P'  ^  -  P  ^  +  (R  -  R')  PP'  =  «• 
au-  doL-  ^  ' 
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Multiplions  par  doc  et  intégrons  de  o  à  an;  nous  aurons 

Or  P,  P',  et  par  suiie  leurs  dérivées,  ont  pour  période  271;  donc,  si  R 
est  différent  de  R'  on  P  de  P',  l'équation  précédente  se  réduit  à 

[d]  j    "pp'^a  =  o. 

Substituons  les  séries  (rt)et  (c)  dans  la  formide  {b)  et  nous  trouve- 
rons 

^(/Npr/^  =  GoP,(a,o)Q,(/3,o)+C,P,(a,i)Q,(]3,i)-h..  +  C^P,(a,g)Q,(P,g)  +  . 
I  +D.P.K>)Q.{/3,.)  +  ...4-D^P,(a,g)Q.(/3,^)-^. 

Si  la  valeur  de  «est  donnée  pour  p  =  b,  on  déterminera  facilement  les 
coefficients  G  et  D,  eu  s'appuyant  sur  la  formule  {ci). 
Au  lieu  d'adopter  la  formule  (2),  on  peut  prendre 

u  =  fMpr/s., 

et  l'on  trouvera  pour  son  développement  la  série  du  second  membre 
de  la  formule  (e),  dont  les  coefficients  pourront  être  déterminés  par 
la  condition  du  contour. 

25.  Supposons  ensuite  que  la  fonction  u  satisfasse  à  l'équation  (1) 
dans  l'intervalle  compris  entre  deux  ellipses  homofocales,  et  que  sa 
valeur  soit  donnée  sur  les  contours  de  ces  deux  ellipses. 

Soient  respectivement 

les  équations  de  l'ellipse  extérieure  et  de  l'ellipse  intérieure.  D'après 
le  théorème  du  n°  li,  u  pourra  être  mis  sous  la  forme 

u  =^  fSpds  -h  fN,  p,  f/s,, 

la  première  intégrale  se  rapportant  à  l'ellipse  extérieure  et  la  seconde 
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à  l'ellipse  intérieure.  La   première  intégrale   est  donnée  par  la  for- 
mule (e),  et  il  reste  à  nous  occuper  de  la  seconde. 

Comme  la  coordonnée  /3  d'un  point  quelconque  renfermée  entre  les 
deux  ellipses  est  >  _/^,  N,  se  développe  de  la  manière  suivante  (n°  18): 

1  N,  =  Q,  (/,o)Q'  (,'3,Ro)  P,  (a,  o)  P,  (a,,  o)  +  .  .  . 

-^Q2(/,g)Q'(^,R,)P.(«.g)P.(«Mg  -... 

On  en  conclura  facilement  que  l'on  a 

/N,.s,^j.  =:E„P2(a,o)Q'(iS,R„;  +  .,.^-E^„P,(a,g)Q'(|3,R^)-^... 

+  ...  +  F,P,(a,g)Q'Sp,R;!  +  ... 
Donc  ou  aura 

«  =  P,(a,o)[C„Q,r/3,o)+E„Q'(^,H„)]+,..  +  P,(«,g)[C„„Q,(/3,g)+E^Q'(/3,R^)]- 

+  ...  +  P,(«,g)[D„.Q.(/3,g)  +  F,Q'Jp,R;i]- 

En  se  rappelant  la  définilion  des  fonctions  Q'  données  au  n"  18,  on 
en  conclura 

«=P,(a,o)[A„0,(i3,o)  +  R„Q,[,S,R„]]  +  ...  +  P,(«.gHA^Q,(ri.g)+B.Q,[,3,R/J]- 

+  ...  +  P.(a,g)[A:Q,(/3,g)  +  B;Q4/3,R;]]- 

et  l'on  pourra  déterminer  les  coefficients  A^,  B^,  A'„ ,  Bj  d'après  les  deux 
conditions  que  u  soit  unr  fonclion  donnée  de  a  pour  j3  =  é  et  p  =  f- 

Intégration  de  l'équation  A.11  =  —  a'^n  dans  V intérieur  d'une  sphère. 

Ii6.   Supposons  qu'une  fonction  u  satisfasse  à  l'équation 

(i)  Am  :=  —  a'^u 

dans  l'intérieur  d'une  sphère  du  rayon  A  et  que  sa  valeur  soit  donnée 
sur  la  surface  de  cette  sphère;  il  s'agit  de  la  déterminer. 
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D'après  le  théorème  démontré  au  n"  15,  la  fonction  a  \)Qwi  être 


mise  sons  la  forme 


p  désignant  une  fonction  d'un  point  de  la  surface,  r  la  distance  d'un 
point  de  la  surface  au  point  {x,  y,  z);  de  plus  drj  est  l'élément  de  la 
surface,  et  l'intégrale  se  rapporte  à  la  surface  entière  de  la  sphère. 

Supposons  que  les  axes  rectangulaires  passent  par  le  centre  de  la 
sphère,  et  prenons  des  coordonnées  sphériques,  en  posant 

jf  =  Rcos5,     j- —  Rsin9  costl/,     3  —  RsinSsin  J/; 

les  coordonnées  sphériques  d'un  point  quelconque  de  la  surtace  de 
la  sphère  seront  A,  5,,  ^n  et  la  distance  /■  du  point  (j:,  j',  z)  à  ce 
point  de  la  sphère  sera  donnée  par  la  formule 

;  -  ;--  A"  —  2  ARcosw  -:-  R^ 

avec 

cos  ti)  =  cosô  cos  5 1  -^  sin  9  sin  5 ,  ces  (  6  —  .} ,  )  ; 

de  plus  on  aura 

da  —  A-  siniî,  d^^d]J^ . 

R  étant  'A,  on  a  (n"  20) 

(3)  !:°!i^  _^S„(A)T„(R)  i-S,(A)T,(R)X, -f-.    +  S„(A)T„(R)X„-+-..  ; 

0  est  une  fonction  d'un  point  de  la  surface  de  la  sphère.  Or  désignons 
par  Y„  la  fonction 


y„  =  y  (A,cosZ(j;  -+-R,sinZ^)e„,, 


avec 


e„ ,    .  cos' 6  [cos"-' 5  -  l^"i)i^^-- •>  cos"-'-'  0 


2.4.^2//  —lj^2rt  —  i) 

Tome  XVII  (j'-'  série).  —  Septembre  1875.  Oo 
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et  représentons  par  Y'„  ce  que  devient  Y„  quand  on  y  remplace  5  et  4- 
par  5,  el  <\i,  ;  d'après  un  théorème  bien  connu  de  Laplacc,  p  peut  être 
développé  en  une  série  de  cette  forme 

(4)  p  =  y;,-y', -;-y;^-...  +  y:-^-  .  . 

Substituons  dans  la  formule  (2)  les  séries  (3)  et  (4)  et  employons  les 
formules 

fx,,  Y'  f.\i)6,(fô,ff>lj,^^^  o,        fx„  Y'„  si  II  5 ,  r/5 ,  rM ,  r^  -^^-  Y„  ; 

J  I  '  1    '  I  N        ,1  1         T   I  2/1  —    I 

nous  aurons 

(5)  u  ^.  T„(R)  J.,  -  T,  (R)J,  +    .  .  +  T„(R)  J„  +  .  .  . , 

en  désignant  par  .T„  une  fonction  telle  que  Y„,  et  qui  renferme 
2n  -h  i  constantes  arbitraires. 

Alors  on  déterminera  les  coefficients  renfermés  dans  les  Y„  de  cette 
série,  en  se  servant  de  la  condition  que,  pour  R  ==;  A,  la  série  a  une 
valeur  donnée  F(5,  ^);  d'où  résulte 

To(A)J„  +  T,(A)J, -;- ..    ^- T„(A)J„+ ... --^  F(5,  <]/).     • 

Au  lieu  de  représenter  la  fonction  u  parla  formule  (2),  on  pourrait 
la  représenter  par  la  formule 

(6)  u^f^pd.; 

car,  si  l'on  suit  littéralement  les  raisonnements  qui  précèdent,  an  lieu 
de  la  formule  (  3),  on  aura  la  suivante  (n**  19)  : 

!^-^T„(A)T„(R)X„-:-|'t,(A)T,(R)X,  +  3':'5T,(.\)T,(R)X,-       , 

et  l'on  sera  encore  conduit  à  la  formule  (5). 

27.  Supposons  ensuite  qu'une  fonction  u  satisfasse  à  l'équation  (i) 
seulement  dans  l'intervalle  compris  entre  la  sphère  de  rayon  A  et  une 
sphère  concentrique  de  rayon  plus  petit  a;  on  suppose,  de  plus,  sa 
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valeur   donnée  sur  les  surfaces  des  deux  sphères,  et  il  s'agit   d'en 
déduire  la  fonction  11. 

La  formule  (6)  n'est  plus  admissible;  mais  on  sait,  au  contraire, 
que  la  fonction  peut  être  représentée  par  la  formule  (2).  En  consé- 
quence, posons 

—  ^— pA- sin&,rt$,rtij;,  -4-  I p  «•  s\nO,ad,d']i,, 

r  et  /',  étant  les  distances  du  point  dont  les  coordonnées  sphériques 
sont  R,  Q,  <i^,  et  situé  entre  les  deux  sphères  aux  points  situés  sur  les 
deux  sphères,  et  dont  les  coordonnées  sont  A,  5,.  t^,  et  «,  6,,  t];,. 
D'après  le  numéro  précédent,  on  aura 

r^^?:pV^sinô,./Ô,r/ij/,  ^ïo(R)J„    -T,(R)J,^...  4-T„(R)J„-'   .... 

Ensuite,  comme  «  est       R,  on  aura 

-~    -  To(«jSo(R)  -+-  T,(«)S,  (R)X,  +  .  .  .  +  T„(c.)S„(R)X„  +  .  .  .  , 

et  Ton  trouvera  de  la  même  manière 

J'£^p'a^sin5,rf9,rftf,=.So(R)Yo-S,(R)Y, +..., 

les  fonctions  Yq,  Y,,...  étant  des  Y„,  semblables  à  ceux  du  n°  26. 

Enfin  on  déterminera  les  coefficients  renfermés  dans  les  fonctions  J„ 
et  Y„,  en  s'appuyant  sur  ce  que  la  fonction  u  a  des  valeurs  données 
pour  R  =  A  et  R  =  «. 

Intégration  de  l'équation  -—  =  a-  î^ii  dans  le  cas  de  deux  dimensions . 

28.  Imaginons  une  fonction  qui  satisfasse  dans  l'intérieur  d'une 
courbe  s  à  l'équation 

qui  est  celle  qui  régit  la  vibration  transversale  d'une  membrane. 

38.. 
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Nous  avons  vu  dans  le  n°  6  que  l'on  a  une  solution  de  cette  équa- 
tion en  posant 

i  u=^  J'i'{r,t,oc,)ds, 

(A)       !  r^ 

I  <\){r,  t,  a,)  "'  j     r(rcosw -4- /«/,«,)  log(/' sin-o))(^/c), 

F  étant  une  fonction  arbitraire  de  deux  variables  et  a,  une  coordonnée 
propre  à  déterminer  un  point  de  la  courbe  s.  Il  ne  reste  plus  qu'à  voir 
si  cette  formule  a  la  généralité  suffisante,  et  c'est  ce  que  nous  allons 
vérifier  en  l'appliquant  au  cas  où  la  courbe  s  du  contour  est  un  cercle, 
une  ellipse,  ou  composée  soit  de  deux  cercles  concentriques,  soit  de 
deux  ellipses  horaofocales. 

29.  Supposons  d'abord  que  le  contour  soit  un  cercle,  et  adoptons 
des  coordonnées  polaires  R  et  a.  dont  l'origine  soit  au  centre  du  cercle; 
la  coordonnée  angulaire  a  d'un  point  du  contour  est  la  quantité  qui 
détermine  un  point  quelconque  de  ce  contour,  et  que  nous  avons 
appelée  «,. 

Prenons  pour  F(r,  u,  )  une  fonction  paire  en  /'  donnée  par  une  série 
de  la  forme  suivante  : 


Âo,,  cos(Xo,,7')  -t- Ao,2  cos().o,2r)-L- .  . . 
(X,,„r)M- A,,,  cos(>.,,,r)  +  ...] 
(>..o'")  -+-  E,,,  cos(X,,,r)  4-     ■•] 


F(r,  «,)  =  Ao.o  cos(Xo,or)-i-A, 
l  -H  cosa,[A,,„  cos(X,,„.  ^    .   ..,,,  _„.^..,,, 

I  4- sina,[B,,o  cos(X,,o/-) -h  B,  ,  cos(X,,, 

i  -f- cos2a,[A2,o  cos(X2,o»") -+-  .  • .] 

I  -H  sinaa,  [Bj.o  cos(X2,o'')  +    ■  ■] 

Remplaçons  r  par  rcosco  +  mt,  et,  en  n'écrivant   que  le   terme 
général,  nous  aurons 

F(rcosw  +  mt,  a)  =  ...  -h  A„,pCOS«a  cos[X„,p(/'  cosw  -+-  mt)] 

-r-  B„,p  sin/za  cos[X„.p(r  cosw  +  mt)]  h-    ... 
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De  là  il  résulte 

!(/•,/,«,)  -    ..    -h  [\„_,,  cosiia,  -1-  B„_,,  sin^a,)  cos(X„,pW<) 
:<  /     cos().„,,,rcos«)  log(r  sin-oj)^w  +     ... 

Or,  R  étant  plus  petit  que  le  rayon  A  du  cercle  de  contour,  on  a  {voir 
n»  10) 

J'      cos  (),  r  CCS  oj  )  log  (  /■  sin  -  y  )  ^w 
o 

=  Qo(r,x)q;(a,>.)-  ... 

—  -  Q„(R,  X)Q'„(A,  X)  (cos«a  coswa, -f  sin«a  sin/i«,)  ^  ..., 

eu  indiquant  dans  les  fonctions  Q  la  quantité  X  qui  y  entre. 
On  a  donc 

f\i{i\  /,  X,)  =  .  .      f-  (A„,,  cos/2«,    '    B„,pSin«a,)  cos(),„^j«/) 

■<  [q„(R)Q;(A)-.,.  -  iQ„(R)Q:.(A)cosn(«  --^,)- 


et,  par  suite, 

u=  j       '\i{r,  ^  a,)A^a, 

Jo 

=    ,  .  -  (A„,,,cosn(z -!- B„,pSin««)-7r-Q„(A)Q„(R)cos().„,,,wj<)  -     .  , 

et  cette  forranie  peut  s'écrire  plus  simplement 

[a)     u^'  .. +(C„,p  cos/îa-f-D„,,sin/iK)Q„(R,).„,,,)  cos'^ ).„,,,/««)-!-  .... 

On  trouve  bien  dans  le  second  membre  la  solution  générale  de 

l'équation  (i  )  dans  le  cas  où  ^  est  nul  pour  t      o.  (  F  air  mon  Mémoire 

de  la  membrane  elliptique,  t.  XIII  de  ce  Journal,  p.  i43.) 

Si,  au  contraire,  a  est  nul  pour  t  —  o,  on  prendra  pour  F(/',  a)  une 


3o2  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

fonction  impaire  par  rapport  à  r,  et  l'on  posera 

F(r,  «,)  ---^  A;_„sin(Xo,o'')  -t-  A;,,  sin(X„.,r)  -+-... 

-+-  cosa,[A',oSin(X|,o'')  -•-  A',,  sin(X,,,;'' 
-I-  sina,  [B',„  sin(X|,o''j  -\-  ■■   ] 
-t-  cos2a,[A'joSin(>.2  „/•)  -h  .    .] 
H- sinaa,  [B5(,sin(X2_o'')  ^1-  •■•] 


et,  par  le  calcul  précédent,  on  trouvera 

[h]     U--    .    -f- (('.'„,,,  cos7^«  i- D'„,,  sin««)Q„(R,X„,p)sin(X„_^m<) +  .  .    . 

Enfin,  dans  le  cas  le  plus  général,  u  est  la  somme  des  séries  [a)  et  [b). 

Si  II  désigne  le  déplacement  transversal  d'un  point  d'une  membrane 
circulaire  de  rayon  A,  les  quantités  X  se  déterminent  d'après  la  con- 
dition que  Q„(R,  X)  soit  nul  pour  R  =  A,  et  à  chaque  valeur  entière 
de  n  correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  X. 

Les  coefficients  C,  D,  C,  D',  qui  se  trouvent  dans  les  séries  [a) 
et  [b),  se  déterminent,  par  un  calcul  bien  connu,  d'après  les  conditions 

que  u  et  —  aient  des  valeurs  données  pour  ^  =  o.  D'après  les  valeurs 

que  l'on  en  déduit,  on  pourrait  démontrer  que  les  séries  (2)  et  (3) 
sont  convergentes;  nous  pourrons  revenir  sur  ce  point  dans  une  autre 
occasion. 

30.  Supposons  maintenant  que  la  courbe  s  se  compose  de  la  même 
circonférence  de  rayon  A  et  d'une  circonférence  de  rayon  plus  petit  a. 
La  fonction  u  satisfait  donc  à  l'équation  (i)  dans  l'intervalle  compris 
entre  ces  deux  cercles. 

Nous  prendrons  pour  solution  la  formule 

u  —  J  ^[i\  t,  a,  )\du,  +/i}i  (/■,,  /,  a,)a(la,  ; 

la  première  intégrale  est  définie  d'après  ce  qui  précède,  et  pour  la 
seconde  nous  posons 

<^,{i',,  /,  a,)  =  /     F,(/',  cosw  -)-  mt,  a,)  iog(/',  sin'-c.))(^/&), 
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/•,   désignant  la  distance  d'un  point  [jc,  j)   compris  entre  les  deux 
ceicles  à  un  point  du  contour  intérieur. 

En  changeant  les   lettres  A  et  B  en  .i,  et  ii!.  dans  i|i(/',  t,  a,)  pour 
désigner  d'autres  constantes,  nous  aurons,  si  F,  (r,,  a)  est  pair  eu  /,» 

iJ/,(/',.  t,  a,'l  ~  . .  .  -t-  {,i,„,pCOsna,  +  iP,.„,pSin7<«,)  cos(X„.,,;//^) 

X|      cos(X„^/-|  coso)  log{r,  sin'-cj)r/o)    •        .. 

Le  rayon  a  étant  <  R,  on  aura 

-   /      cosfX/',  cos'j)  log(;-,  sin-«)rf« 

-^Q„(rt,X)Q;(R,X)  -  ... --^Q„(rt,X)Q;,(R,X)cos«(a      «,  )   -  .    ., 

et,  par  suite,  on  a 

/!.('■»  t,a,)adu, 

=  .  .  —  (rA..„,p  cos/za-i  11!,,,  psin/isr)  — Q„(rt)Q^R)  cos(X„  ,,/««)— .    , 

ou,  plus  simplement, 

=  . . .  +  (S„  pCosna  -I-  cO„,p  sin«a)Q'„(R,  X,.p)  cos{X„^^mt)  — 

Donc  l'expression  de  n  est  de  cette  forme 

«  =      .  4-  (C„,,,  cos««  -!-  D„,pSin7ia)Q„(R,  X„,,)  cos{}.„pmt)  +  . .  . 
H-  (£„.p  coswa  —  ®„  p  sin«y)Q',/R,  X„  p)  cos(X„  pW/;)  -i-    .    . 

Si  u  est  assujetti  à  s'annuler  sur  les  deux  contours,  le  coefficient  de 
cos[}.„pmt)  est  assujetti  à  la  même  condition.  On  doit  donc  faire 

cO„,p  _  D„,y 

et  X„  p,  ainsi  que  le  rapport  de  (■„p  à  S„p,  est  donné  par  les  deux 
équations 

C„.pQ„(A,X„,p)  4-  e„.pQ:(A,X„,p]  =  o, 

C„,pQ„(a,  X„,p)  +  £„,pQ'„(a,  X„,p)  ^  o. 
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La  tleriiiere  expression  de  h  a  été  obtenue  dans  la  supposition  que 

—  soit  nul  pour  t  =  o,  ou  que  les  fonctions  F(r,  a)  et  F,  (r,  y)  sont 

paires  par  rapport  à  r.  Suivant  ce  qui  a  été  fait  ay  numéro  précédent, 
on  prendra  dans  le  cas  général  pour  F(r,  a),  F,  (r,  a]  des  fonctions 
impaires  en  /•,  et  l'on  ajoutera  l'expression  qui  en  résulte  pour  u  à 
l'expression  précédente. 

51.   Passons  au  cas  où  la  fonction  u  satisfait  à  l'équation  (i)  dans 
l'intérieur  d'une  ellipse.  Appliquons  la  formule  (A). 
Adoptant  les  notations  des  n°*  17  et  24,  on  aura 

P  ..  b 

pour  l'équation  du  contour  de  l'ellipse;  fi  étant  constant  sur  ce  con- 
tour, la  coordonnée  a  est  propre  à  déterminer  un  point  de  ce  contour, 
et  nous  la  représentons  sur  cette  ligne  par  a, .  Nous  avons 


(0 


u  r-   /  ij/(r, /,  «,)  c  t/( --^^  )  —  cos-a,^/a,. 
La  fonction  Ffr,  a,}  étant  arbitraire,  posons 

;    c\/ \     ^    )    —  cos-a,  F(r,  a,V     A,,.,,  P...  (a,,  o,  >,„  „)  cos(Xo.„/) 
l  -4- Ao,,P2(«,,o,Xo,,)cos(),o,,r)  +    .. 

\  -'-[A,,oP2(a,,i.>.i,o)cos(X,,„/') 

—  A,,,Po(a,.  i,X,,,)cos(X, ,,/•"»  -      ,  .] 

-   [B,,oP,(«,,i,X',  „)cos(X',  o'')  J 

-:4A2,oP2(«M2,Xo,„)cos(X2,„r)  -^    ..] 
--  [B2,o^'.(a.,2,X;  Jcos(X'2^(,/-)  -i-  .    .] 


a  fonction  P  (  «,  g,  X)  étant  donnée  par  l'équation 
— ;-    :    (R       aX-c'cosaa)  P  :^  o, 
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dans  laquelle  R  est  une  constante  choisie  de  manière  que  P  ait  pour 
période  27;  et  qui  se  réduit  au  carré  g-  d'un  nombre  entier  pour  c  ~  o. 
On  en  conclura  (n"  28) 


+  A „., p. («,,§■,/,„,)/     cos[X^.,,(/'cos(V)  --  mt)\  log(/sin'- w)<^/u  +  .  .  . 
-+-B»",<IM«.,è^'^'K..)  /     cos[//„,  (/-costri  H-  mO|log(rsin-w)r/w  +  .  .. 

i/o 

ou 

~-  •■+-A„,,Pn(a,,g:,>,„,)cos(>„,OT/)  /    cos(>,^.,,;'cosw)log(rsin'-rri)(^o>)  +  ... 

/'TT 

-l-  B„  ,•  P I  (a , ,  g ,  X'.,,) cos  (>',.,,mO  /     cos (X'^, ,  rcos  w)  log  (/-si n -  w) ^/oj  -h . . . 
••'0 

On  tire  de  là 
«ir-_-:  ..+A„,,cosfX„,,m/)  /      P.>(a,,g,X,,,)  /     cos(X„,,rcoso;)log(rsin*w)^wr/a,--K. 
-\-  Bg_iCos[K, mt)j      P,  fa,  ,g-,x; ,)/"   cos  (X;  ,/-cosw)  log(rsin'-&))^wr/a,  h-  . 

Or,  /3  étant  <  ^,  on  a  (n«  18),  X  étant  le  même  dans  toutes  les  fonc- 
tions P, 

-    /      cos  (Xrcosw)  log(/'sin-f^)f/r,) 

=  Q,(,S.o)Q'(é,R„)P,(a,o)P3(a,,o) 


-^Q.(P'S)Q'l*>R.")P.Kg)P.(«ng) 


Or,  si  X  est  le  même  dans  deux  fonctions  P,  dont  on  désigne  la  se- 

Tome  XVII  (a«  série).  —  Sïpiembre  1872.  3g 
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conde  par  P',  on  a  (n°  24) 

^   0 

Donc  u  se  réduit  à 

u  ^ ...-^Ag,iCos{Xmt)Q,(^,S,l)V,{«,s,l)Q'{h,Rs^l)  P^P.laoS^'^a.--- 
-^B^,cos(X'mOQ,(^,g,)/)P,(«,g,X')Q'|^',R;,).'i/'"p.(''Mi,'r^^«.-  - 

et  l'on  peut  écrire  plus  simplement 

M  .......  +  H„,,  P,  (a,  g,  X^„,,)  Q,  {/5,  g,  X^.,,)cos{).„,,/n<)  +  . . . 

+  R,,,-  P,  (a,  g,  X;.,)  Q,  (p,  g,  >.;,,)  cos  ().;,  mt)-^..., 

H  et  K  désignant  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 

En  mettant  dans  la  formule  (c)  des  sinxis  an  lieu  des  cosinus,  on 
aurait  une  formule  tonte  semblable  à  la  précédente,  mais  dans  laquelle 
les  cosinus  des  arcs  multiples  de  t  seraient  remplacés  par  les  sinus  des 
mêmes  arcs.  Dans  le  cas  le  pins  général,  u  est  la  somme  des  deux 
séries  obtenues. 

Si  u  est  nul  sur  le  contour  de  l'ellipse,  les  quantités  ).  et  ).'  sont  dé- 
terminées par  les  deux  équations 

et  au  nombre  entier  g  correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  ),  el  X'. 
D'ailleurs  la  forme  que  nous  venons  de  trouver  pour  u  est  précisé- 
ment celle  que  nous  avons  obtenue  dans  notre  Mémoire  sur  la  mem- 
brane elliptique  pour  la  vibration  transversale  de  cette  membrane. 
(T.  XIII  de  ce  Journal,  p.  200.) 

32.  Si  la  courbe  i'  se  compose  de  la  même  ellipse  ^  --  b  et  d'une 
ellipse  homofocale  plus  petite  /3  =  h,  on  opérera  comme  dans  les  nu- 
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'  '    '  1     .      .  i>  •  il  II    >  1 

meros  précédents  et  1  on  tronvera,  si  —  s  annule  poui-  t  —  o, 

u^-.    .^V._{u,  y,À)  [C  Q,(/3,g,>.)  4-  D  Q'(/3,  R„,  X)]  cos{Xmt)  -h... 

+  P,(a.g,X')[C'Q,(,S,-,X')-t-D'Q'|p,R;,X'jJcos(X'/n/)  +  ... 

Si  M  est  ;tssujetti  à  s'annuler  sur  les  deux  contoiu's  (i  ^=  h,  ^  —  A,  on 
déterminera  X  et  —  par  les  deux  équations 

CQ.^/'^g.X)-!  DQ'(/;,R„,X).--o, 
CQ,  [h,  g. }.)   ;    DO'  (h,  R^„,  X)  =  o, 

et  l'on  calculera  X'  et  —  de  la  même  manière. 

En  se  rappelant  la  définition  des  fonctions  Q'  données  au  n"  18,  on 
préférera  à  l'expression  précédente  la  suivante 

u  =  .    .  +P,  («,  y,  X)[CQ,(p,  g,  X)    r  DQ,[i3,  R„,  X]]cos(Xmf)  h... 
4-P.(«,g,  X)[C'Q,  (/3,g,X') -I- D'Q,[fi,R;,X']]cos(X'/;2^)-H..., 

C,  D,  C,  D'  étant  encore  des  constantes;  et  les  quantités  Q  qui  se 
trouvent  dans  cette  dernière  formule  sont  entièrement  déterminées. 
De  ce  qui  précède,  on  conclut  le  théorème  suivant  : 

THÉORiîME.  —  Si  une  fonction  u  de  deux  coordonnées  rectangu- 
laires x,  j  et  du  temps  t  satisfait  à  l'équation 

iPii  „  l<Pu       ir-u\ 

dans  V  intérieur  d'une  courbe  s,  cette  Jonction  est  de  la  forme 

u  =  f'h  {r,  /,  i;)  ds 
avec 

(J/(r,^,u)  =  /     F(;'cosc)  +  m<,u)  log  (/•sin^a))*^^, 

en  désignant  par  F  (/■,  y)  une  fonction  arbitraire  de  deux  variables  et 
par  V  une  coordonnée  propre  à  déterminer  un  point  du  contour.  De  pins 

39- 
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si  l'oo  prend  F(7',  u)  impair  en  /•,  u  sera  mil   pour  t  ~:^o,  et  si  l'on 
prend  F  (r,  u)  pair  en  r,  —  sera  nul  pour  i  =  o. 
En  effet  si  F  (r,  u)  est  impair  en  /•,  on  a 

6(/',  o,  1))=:^  /     F  (/'cosu,  u)  log(rsin^o>)<Ya), 

J  0 

qui  est  nul,  puisque  pour  u  =  w'  et  w  =  tt  —  w',  on  a  deux  éléments 
égaux  et  de  signe  contraire  ;  donc  m  =  o  pour  t^=o. 

Si  F  (r,  u)  est  pair  en  r,  sa  dérivée  par  rapport  à  /■  sera  impaire,  et 
l'on  en  conclut  de  même  que  —-=0  pour  i  =  o. 

Sur  l'équation  -—  ^=  in"  Au  dans  le  cas  de  trois  dimensions . 

35.  Imaginons  une  fonction  qui  satisfait  dans  l'intérieur  dune  sur- 
face (7  à  l'équation 

qu'on  rencontre  dans  l'étude  des  petits  mouvements  d'un  gaz  ou  dans 
celle  du  mouvement  vibratoire  d'un  corps  solide. 

Nous  avons  vu,  dans  le  n"  6,  que  l'on  a  une  solution  de  cette  équa- 
tion en  posant 

y^  et  F  étant  deux  fonctions  arbitraires  de  trois  variables  et  5,  <b  deux 
coordonnées  propres  à  déterminer  un  point  de  la  surface  c.  Il  reste  à 
vérifier  que  cette  formule  a  la  généralité  suffisante,  et  c'est  ce  que 
nous  allons  faire  en  supposant  que  (7  soit  luie  sphère. 

Il  est  aisé  de  voir  que  u  peut  se  décomposer  en  les  deux  parties 

^     '  \  fu{r-^mt.6,i>]  —  a(r^mt,6,-!>], 

1   Un  =--   j '■ ^ '-  07, 

/  et  u.  étant  deux  nouvelles  fonctions  de  trois  variables. 


;5j 
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Remarquons  quo  //„  est  une  fonction  qui  s'annule  poin-  f  .  o  et  que 
la  dérivte  de  «,  par  rapport  à  t  jouit  de  la  même  propriété. 

On  peut  décomposer  les  fonctions  ^^,  et  lu  elles-mêmes  en  deux  par- 
lies,  en  prenant  pour  les  fonctions  /  (r,  ô,  ^\  cl  p.  (/•,  0,  ^)  successive- 
ment des  fonctions  paires  et  des  fonctions  impaires  par  rapport  a  r. 

Dans  le  cas  où  la  surface  a  est  une  sphère,  on  prendra  des  coor- 
données sphériques  dont  l'origine  soit  au  centre  de  la  sphère,  et  l'on 
posera 

(4)  jr  =  RcosÔ,     j  =  RsinCcosi^,     r;  ^^  R  sinô  sin^j;. 

Nous  prendrons  donc  pour  les  coordonnées  0  et  tf,  qui  se  trouvent 
dans  les  formules  (2)  et  (3),  les  quantités  5,  ^  définies  par  les  équa- 
tions (4);  toutefois,  sur  la  surface  de  la  sphère,  nous  les  désij;nerons 
par  6'  et  tj/'. 

Posons,  comme  au  n"  26, 

0„,  --^-  co.'4cos''-'5  -  <^L'^r ')cos''  '  -^5  -^        I, 

L  2(2«—  l)  J> 

el  alors  la  quantité 

2  (  A;  COS  /ij;    :     B;  sin  /d;  )  (")„/, 

qui  renferme  2«  -4-  i  constantes,  est  un  Y„. 

Supposons  d'abord  x('-,  ^,  «ij  pair  en  r  dans  «,  et  faisons 

y  2/i/-.5,6,!   -2]2®«.'<^0"'^[-V/.oCos(|3„,„r)  +  ,..  i-A„,,,cos(p„,,/-H. 

f  +2dZ®".'  '*'"^1'[I^«./.o  co.s(/j„or)  +  .  .-t-B,,,/,,  cos(|i„.,/-)  4- 

A  chaque  valeur  de  n  donnée  par  le  premier  :>  correspondent  des 
valeurs  de  l  données  par  le  second  ::i  comprises  entre  o  et«.  De  plus, 
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à  chaque  valeur  de  n  correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  la  con- 
stante p. 

Désignons  par  0'  ce  que  devient  0  quand  on  y  remplace  5  par  B' ,  et 
nous  aurons 

xii" -'•-  '"(■>  6''  V )  ~'^  x(''  —  "''»  ^'i'^ ) 

r 

V 'C/-^'           i,i{<        coslp„.„/)         ,             .,   ,         ,    .        oos(p„,/n         ,  "I 

=  _^  >0„,cos/(l>     A„/„ cos(mp„.ii<)-f-.    -r-A„,/,- ^ — cos(mp„  ,7)-i-.. 

+_2i2;^0„,,  sui/(|.     B„,/,„ — "j — cos(/72p„,o^)-i  ■.•  +  B„,/.,- — ^ cos(mp„,,7j  +  .  .   • 

Or,  pour  un  point  quelconque  intérieur  à  la  sphère,  R  étant  plus 
petit  que  le  rayon  a  de  cette  sphère,  on  a  (n°  20) 

(a)       ^  ^^^  =  So(r7,p)T,(R,p)^-S.(a,prr.(R,p)X,-t-... 
I  4-S„(rt,p)T„(R,,o)X„+..,, 

X„  étant  luie  fonction  entière  de 

cos«  =  COS0  cos5'  +  sinS  sin5'  cos(i|;  -   4'')- 

Les  fonctions  0„/CosZi{;,   0„;sin/t]/  étant  des  cas  particuliers  des 
fonctions  Y„,  on  a,  ii  et  p  étant  deux  nombres  entiers  différents, 

/X,,0l,  cosZij/'(Y(7  --  o,     j'XpQ'„j  sinhyda  ;--  o, 
fx„&'„ ,  cosld^'da  .--  _4iL__  0     cos/d/, 

fx„e'„,  sïuU'da  =--.  — iZL_  e„,  sin/6. 

J  f  2«  H-   I        "•' 

Donc  on  a 

«,"...  +  A„,,,S.j(rt,p„^,)T„(R,p„,)  cos(/;/p„,,/)/X„0;,,  cos/^/'c/ff-f-  . . 

-:-B„^,_,-S„(<7,  i5„_,)T„(R,|S„,)  COs{l)ip„i()fX„(-)[^iS\Iil<l,'dG  -r    . .  ., 
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et  ensuite 

u,=   ..  -)-A„,,,,--^^^S„(rt,|5„,,)T„(R,p„,,)  cos(nzp„,,O^Wcos/(f-i-  ... 

-1-  B«.M^^^,  S«(«,  p„,,)T„(R,  f)„.,)  cos(/Hp„,,/)0„,,sin  /tf  t-  ..  ., 

ou,  plus  simplement, 

«,  =  . .    4- C„,/.,T„(R,  p„,,)0„,/ cos/<i;cos(mp„_,i)   '    ... 
H-  D„,,,,T„(R,  p„,,)Q„j  sinl'i'  cos(/h/5„,<)  4-  . ,  . . 

Cette  expression  peut  s'écrire 

-^E  20«,/  sin/'i;S'=°«('»/'"'OD«.oT„(R,p„,,). 

«  =  o    /  =  o  , 

Supposons  que  u,  qui  satisfait  à  l'équation  (i),  ait  sa  dérivée  nulle 
pour  ^  =  o,  et  que  u  s'annule  sur  la  surface  de  la  sphère.  Alors  la 
valeur  de  u  sera  donnée  par  l'expression  précédente,  et  tous  les  ternies 
seront  nuls  pour  R  =  rt,  en  sorte  que  les  quantités  p  seront  données 
par  l'équation 

[h)  T„{n,p)  =  o. 

Supposons,  en  second  lieu,  yj'.r,  0,  '!/)  impair  en  rdans  //,,  et  faisons 


J)   \ 


i  2x(r,5,  <!-)  —^'^e„^i  cosl'^[A„io  sin{p„^^r)  -h .  .+- A„,,,,- sin(p„,,•^)-h 
[  -t-2!S®''.' ^'"^'T'Ll^«./.oSin(o„,„r)-t-       ^B„y,,- sinfjS„,,/■)^- 
Nous  aurons  à  faire  des  calculs  tout  semblables  aux  précédents.  Au 
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lieu  de  la  formule  [a),  on  aura  à  appliquer  la  formule 

^'=T„(«)T„(R)X„--p3T,(«)T,(R)X.  -^... 

-^  ^r^r^ — ^-^17 ,T„(rt)T„(R)X„  +  . . . , 

et  l'on  trouvera 

+  3'.5'.."(2^-^')''^"-^'''^"^^'  '^«'')'^«(^'  '^«'')  cos(;«p„.,-«)0„,,  sin/'^  + 

par  suite,  on  arrivera  encore  à  la  formule  (6). 

Toutefois  considérons  le  cas  où  u  est  nul  sur  la  surface  de  la  sphère; 
alors  on  aura  l'équation  [b),  et,  comme  T„(fl,  /9„ ,)  se  trouve  en  facteur 
dans  le  terme  général,  on  en  conclura  que  u,  sera  nul. 

Donc  si  y{r,  5,  6)  est  impair  en  r  dans  l'expression  de  u,,  et  que 
cette  expression  s'annule  à  la  surface  de  la  sphère,  elle  s'annulera  pour 
tout  point  intérieur  à  cette  sphère. 

Passons  à  l'expression  de  z/j.  Supposons  d'abord  /j.  (/",  ô,  ^j;)  impair 
en  r,  et  prenons  pour  p.  (r,  6,  <\i)  l'expression  (7),  nous  trouverons 
pour  Un  une  formule  toute  semblable  à  la  formule  (6),  avec  le  seul 
changement  de  cos{mpt)  en  sin(/7ip/). 

Si  l'on  suppose,  au  contraire,  iJ.{i\  9,  ib)  pair  en  r  et  qu'on  repré- 
sente cette  fonction  par  le  second  membre  de  la  formule  (5),  on  arri- 
vera encore  à  la  même  formule.  Mais,  suivant  une  remarque  précé- 
dente, le  terme  général  renferme  T„  (a,  p„  ,)  en  facteur;  ce  qui  fait 
que  Uo  s'annule  en  tout  point  intérieur  à  la  surface,  s'il  s'annule  à  la 
surface. 

5i.  Supposons  ensuite  que  la  surface  a  se  compose  encore  de  la 
même  sphère  de  rayon  a  et  de  plus  d'une  sphère  concentrique  de 
rayon  b  <^a.  Ainsi  la  fonction  u  satisfait  à  l'équation  (i)  dans  l'espace 
renfermé  entre  les  deux  sphères. 

Pour   éviter  des   longueurs    inutiles,   supposons  que  -,-  soit    nul 
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pour  t  ^  o,  et  l'on  réduira  alors  u  à 


,,  =/ït 


ml,  9,i|;)  +  x(''  —  "".  0,  +) 


r/ff 


(7  étant  la  sphère  de  rayon  n,  a,  la  sphère  de  rayon  ^,  et  r,  est  la 
distance  du  point  [x,  y,  z)  à  un  point  de  la  sphère  de  rayon  h,  situé 
sur  l'élément  do,. 

<Jn  commencera  par  prendre  pour  y_{r,  ô,  <]>)  la  formule  (5),  el  la 
première  intégrale  qui  compose  m,  sera  égale  au  second  membre  de 
la  formule  (6). 

On  prendra  ensuite  pour  y^,  (/, ,  S,  <]>)  l'expression  semblable 

^X.  ('■m5,4')=  2!  "^^n.icosl^  [A'„,,„cos(p„.„r,)  +  ... 

-t-  A'„,,  cos(j5„,r,)  +  ...] 

-h  21  2  ®'''  **'"  ^'J'  ^^'"■'■■'  cos(p,,,<,/-,)  -t-  ... 

+  B'„,,  cos(/5„,,r,)  -h...]. 
Comme  R  est  >  ^,  on  a 

"^Ikljl  =  s„{R,  p}T,{b,  p)  +  S, (R,  p)T, {h,  p^X,  +  ... 
+  S„(R,  p)T„(è,,o)X„  +  ..., 

et  l'on  trouvera  pour  la  seconde  partie  de  u, 

2  2  ®"-'  '^'^^^'^  2  cos(m|3„,,<)  C'„,,,  S„(R,  p„.,) 
+  2!  2  0«./sin/i];2icos(wp„,,:r!D'„,,S„(R,  p„,,). 
Enfin  M  est  la  somme  de  cette  expression  et  du  second  membre  de 

Tome  XVII  (s*  série). —  Septembre  187^.  40 
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la  formule  (6).  Si  u  est  nul  sur  les  deux  sphères  ou  pour  R  =  «  et 
R  =  è,  ou  aurn  les  équations 

C;  _  D' 
C  ~  d' 

C„,oT„(rt,  (3„.,)  -H  C;,,.  S„  (a,  p,,,,)  =  G, 

c„,,,,T„(i,  p„,,)  +  c;,,,,s„(é.  p„,)  =.  o, 

c    D' 
desquelles  nu  pourra  déduire  les  rapports  —■>  —  et  la  quantité  p. 

Ainsi  nous  pouvons  énoncer  le  lliéorèrue  suivant  : 

TniiORÈME    —   La  solution  générale  de  l'équation 

— -  =  m- Au, 
dans  l'intérieur  d'une  surface  a,  est  donnée  par  la  formule 

f  et  F  étant  des  fonctions  arbitraires  de  trois  variables  et  5,  i|i  étant 
deux  coordonnées  qui  servent  à  déterminer  un  point  de  la  surface  <j. 


,■..,,  du  ,  . 

Sur  C  équation  —  =  nr  Au. 


55.  Imaginons  un  corps  dont  la  surface  a  soit  maintenue  a  une  tem- 
pérature donnée,  et  désignons  par  U  la  température  d'équilibre  vers 
laquelle  tend  le  corps  d'après  la  température  de  la  surface.  La  tem- 
pérature V  du  corps  satisfait  à  l'équation 

(I)  '^  =  "''^^'- 

Désignons  par  [a.,  p,7)  un  pouit  de  la  surface  a;   la  condition  à  la 
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snrtace  pourra  s'écrire 

Enfin,  si  l'on  se  donne  l'étal  initial  du  corps,  on  aura  dans  l'ultérieur 
de  7 

de  plus,  pour  ^  :=  oo  ,  V  doit  se  réduire  à  U. 
Quant  à  U,  il  satisfait  aux  équations 

AU  =  o,     U,=  x(a'P,7). 
Pour  calcider  V,  on  conamencera  par  déterminer  U,  puis  on  posera 
V  =  U  +  m; 
en  sorte  que  u  est  donné  par  les  équations 

'—-  =  in-ùs.u,     u„=^  o.      i.«),=„  =j'[x,r,  z)  —  U, 

et  à  mesure  que  t  grandit,  u  tend  vers  zéro. 

Nous  avons  dit  (n"  7)  et  nous  devons  vérifier  que  la  solution  géné- 
rale de  l'équation  (i)  est 

V  =  /<!)(/•,  ^  5,  ^)d'7 
avec 

<^[r\,  t  ,B, <]()■=  -  I       e-'"F{r  -h  2ms  \t,  0,  ij/)  (h, 

^  J —  ce 

5,  ();  étant  deux  coordonnées  qui  déterminent  un  point  de  la  surlace  o. 
Posons 

et  nous  aurons 

$(/•,/,$,(].)=:  \  j       e-y{r+  2mssj'i,Q,i\>)ds  +  -^iJ.{6,<\'). 

4o.. 
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V  pourra  ainsi  se  décomposer  en  les  deux  parties  U  et  u,  et  l'on  fera 


9  (r,  t,6,<i>)  =  ^J       e-'y{r  +  2  ms  s/'t ,  5,  |) 


fïs. 


Nous  allons  vérifier  cette   formule,  en  l'appliquant  à   la   sphèie. 
Adoptons  les  notations  des  numéros  précédents,  et  posons 

/(r,5,4-)=_2  2Q«.''^os/<i[A„,,_<,cos(p„,or)+...  +  A„,/,,cos(/3„,,r)-t-... 

+fl„,/,oSin(p„,o;-)H-...-t-n„,,sin(p„,r)4-...] 

+  /v,oSin(p„,<,r)+...-4-i?>„,,^,sin(p„.,r)+...]. 
Le  ferme  général  de  y  (r,  <,  5,  |)  est  donc 

A„y.,-   /       cosp„j{r-h  'ims\lt)  e'''ds.S„iCosl^ 
~^^»,i,i-   /       sinfi,,,- (r  +  2w*v/i)  e~-''Wi' 0„,cos/i]/ 

-t- t»«./,(  -    /        coS|5„,,- (/'-!- 2 //wy'/)  e~^Wi.0„,sin/ij< 

I     /'^ 
-^b„ii-    /       sinp,,, (/■  +  awtjy^)  ^"^''^•^•©«./sin/if. 

En  désignant  |)ar  5',  y  les  coordonnées  Q,  t^  pour  un  point   de  la 
surface  a,  nous  aurons,  pour  le  terme  général  de  Ç3  [r,  t,  5',  |'), 

-0'„,/(A„,/,,cosZ(j;'  +  B„,,,,sin/4>')  /       coi.p„i{i  + 2ms  s,lt)  e''' ds 

1     ,  f^ 

-t-  -©„,/(«„,/,, cos/ 6'+  è„/.,sin/tj;')   /       sin  p„,(r-t-  2/«j  V^)  e~''ds. 
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Or  on  a 

J^  ^  cosp  {r  +  2ms  v'Ô  e-'\/s  =  cos(p  r)   H  cos  {-ipms  yï)  e~"às 

—   V'TTCOS  (0/-)  g-'"'?'', 

J       s\np(r  -+-  21ns  \jt)  e-"ds  =  yrTsin  ((îr)  e-""P  '. 
Donc  le  terme  général  de  9  (r,  «,  $',  t^')  est 

©'„,,  (A,,,,.,- cos /<].'+  B„,/,,sin/4;')  ^^^ilPl)  v'Jre-""P" 
+  0'„./  («„,r,cos/|'-+-  b„i,  sin/|')  !i^ilPi:l  vrëe-'""P  '. 
Or  on  a,  en  désignant  par  a  le  rayon  de  la  sphère, 

cosjp^  =  S„  [a,  p)  T„  (R,  p)  +  . . .  +  s„  [a,  p)  T„  (R,  p)  X„  +  . . . 
!i!îM=To(a,p)T„(R,^)  +  ... 

+  3'.5-...(./-.H2.+7]'^'"(^>P)T«(R,p)X„+.... 

Multiplions  y  (r,  <,  5',  f  )  par  r/a  et  intégrons  dans  tonte  l'étendue  de 
la  sphère,  nous  aurons  pour  le  terme  général  de  u 

V n  e-""^-'j  ©'„,  (A„,,,,.cos/|'+  B„ , ,  sin  /f  )  X„ >h  S„  [a,  p)  T„  (R,  p) 
+  V7^e-'«'P"j0;,,(rt„,,,,cosZ4/'  +  *„,,,-  sin/|')X„r/ff  T„  (a,p)T„(R,  p) 


3'.5'...(2«  —  l)>(2«H-l)' 

Or  on  a,  en  général, 

e'„, cofi l <\,' X„ d(j  ^      ^^     &„,cosld,, 

J  2/2  -)-  I        "•'  T' 

et  une  formule  semblable  dans  laquelle  le  cosinus  est   remplacé  par 
iin  sinus;  on  en  conclut  que  la  seconde  partie  du  terme  général  équi- 
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vaut  à  la  première  et  que  ce  terme  petit  s'écrire 

0„,,(Ccos/|  -h  Dsinl^jT„{l\,p]e-'"'f'', 

C  et  D  étant  (ieux  constantes  arbitraires. 
Donc  enfin  on  a 

n  =  o    i  =  o  f 

B=«    l  =  n 

+22  ®«.'  s'"  ^1^2  fv.T„  (R,  p)  e-^'p", 

fornuile  dans  laquelle  p  est  mis  poi.r|5„,. 

Si  u  est  nul  sur  la  sphère  de  rayon  n,  p  est  donné  par  1  équation 

T„  [a,  p)  =  o, 

et  à  chaque  valeur  de  n  correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  p, 
désignées  par  p,,,,  p„,,, 

On  traiterait  de  la  même  manière  le  cas  où  la  surface  a  se  compo- 
serait de  deux  sphères  concentriques. 

Si  ime  sphère  rayonne  dans  un  espace  dont  la  température  soit 
constante,  on  peut  supposer  que  cette  température  soit  zéro,  en  choi- 
sissant l'échelle  therinométrique,  et  la  température  du  corps  sera 
donnée  par  l'expression  précédente  de  u. 

Sur  l'équation  —  =  m^  Au  pour  deux  dimensions. 

56.    L'équation 

dV  .„  i  d'V       d-v\ 

convient  au  mouvement  de  la  température  dans  un  cylindre  indéfini, 
dans  la  supposition  que  cette  température  reste  la  même  tout  le  long 
d'une  droite  parallèle  à  une  génératrice. 

Supposons  donc  un  cylindre  dont  la  surface  soit  maintenue  à  une 
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température  donnée,  et  désignons  par  U  la  température  d'équilibre 
vers  laquelle  tend  le  corps  d'après  la  température  de  la  surface.  On 
posera 

V  =:  U  -H  ^^; 


//  satisfera  à  l'équation 


du 


Id'u         d-u\ 


il  sera  nul  à  la  surface,  et  il  tendra  vers  zéro,  quand  /  grandira  indéli- 
innient. 

Prenons  pour  V  rex|)ression  donnée  au  n°  7 

avec 

«!>(;•,<,  a, )=  I  /     F(rcosco  +  amj'S  v'i,  a,)  log(rsin'u)</o).e-P'f^]5, 

F  (/•,  a,)  étant  une  fonction  arbitraire  de  deux  variables  ei  a,  luie  coor- 
donnée propre  à  déterminer  un  point  de  la  courbe  s. 
Faisons 

F(r,  a)  =/(r,  a)  +  B{a.), 

et  nous  aurons,  en  posant 

/     y  (/•cosw  -\-  2w|3  yi,  a,)  log(/'sin- w)  (Yw.e~'P'a^('5, 

l'équation 

3. 
<!>(/•,  /,  a,)  =  y(/-,  t,  a,)  -f-  n^${a,)  (log/'—  'iloga). 

Ainsi  V  se  décompose  en  les  deux  parties  suivantes,  dont  la  pre- 
mière tend  vers  zéro,  quand  t  grandit  indéfiniment,  si  la  fonction  S  {a.) 
a  été  convenablement  choisie, 

u  ^  f(p  [r,  t,  a,)  (h, 

U  ^-  j'\ogr.6{a,)ds-  —\oo  9./ 9  (a,)ds. 
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Le  second  terme  de  U  est  constant;  U  satisfait  à  AU  =  o,  et,  d'après 
un  théorème  démontré  dans  mon  Mémoire  sur  l'équation  AAw  =  o 
(t.  XIV  de  ce  Journal,  1869),  on  peut  écrire  plus  simplement 

U  =  f\ogr.O{a,)ds, 

5  (a)  étant  une  fonction  arbitraire  de  oc. 

En  l'appliquant  au  cas  où  s  est  un  cercle,  nous  montrerons  que  la 
formule  qui  donne  u  a  dans  tous  les  cas  la  généralité  suffisante. 

Mais  auparavant  remarquons  qu'on  peut  réduire  la  fonction  F(/-,  a) 
à  être  paire  en  /';  car  si  cette  fonction  est  impaire,  ç.(r,  t,  a)  est  nul. 
En  effet,  on  a 

+  /        /     F(rcosw  +  2w/5\ /,  a)iog(rsin^co)(Y(Me~^'^/5, 

et  la  seconde  intégrale,  par  des  transformations  faciles,  peut  être  rem- 
placée par 

/       /      F( — /■  cosoj  —  2/njS'\7,  a)  log(r sin^o)')<f«'e~P"c?/S'; 

«/o      »/o 

donc  si  F(r,  a)  est  unpair  en  r,  on  a 

o[r,  t.  a)  =  o. 

57.  Siipposons  que  la  courbe  s  soit  un  cercle,  et  posons 

F(/-,  a)  =  A„.o  cos(>.o,„r)  -1-  Ao,,  cos(>.„,,r)  +  Ao.o  cos(>.o,2r)  -4-  . . 

-1- 

+  cosTia,  [A„a  cos{X„^„r)  -h  ...  -h  A„,  cos(),„.,-r)  +  . .  .j 
-f-  sin«a,[B„,o  cos(X„_„r) -i- .. . j 


fonction  paire  en  r,  et  nous  aurons  pour  le  terme  général  de 
j     F(rcosi)  -I-  im[:,\t,a)  log(/-sin-oj)  rfr,j 
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l'expression 

(A„,,cos«a,  -l-B„  ,sin«ai)cos(2mX„,,j3v  t)  j    cos(X„,i/'coswjlog(rsin''u)^(o. 
On  en  conclut,  pour  le  terme  général  de  f{i\  t,  a,  ), 
(A„_,cos«a,  -t-  B,,.,  sinrta,)e~"'''''v7r  /     cos(Xrcosw)  log(rsin^w)fl?w. 

Or,  R  étant  plus  petit  que  le  rayon  a  du  cercle  de  contour,  on  a 

I    /"^ 

-  /     cos(Xrcost<))  log(rsin-u)rft,j 

=  Qo(«,  >')Qo(R»  X)  -  . . .  -  ^Ql(«, >.)Q«(R,  X)  cos«(«  -  a,)  -  ... . 

Donc  le  terme  général  de  u  est 

—  e-'"'''7i2-Q;,(a,X)Q„(R,>.)  I      (A„,,cos«a,  +B„  ,sin«a,)cos«(a-«,Wa,, 
ou 

—  — Q^a,X)e-'"'^''Q„(R,  X)(A„_,cos«a  +  B„,,- sinA^a), 

et  l'on  peut  écrire 

u  =  1Q„{R,  X)(A„.,  coswa  +  B„,,- sinna)e~'"'''', 

n  ayant  toutes  les  valeurs  entières  o,  i,  2,...,  oo  ,  et  à  chaque  valeur 
de  n  correspondant  une  infinité  de  valeurs  de  X. 

Si  u  est  nul  sur  le  contour  du  cercle  s,  les  quantités  X  sont  données 
par  léquation 

Q„(R,X)  =  o. 

Nous  pourrions  maintenant  appliquer  la  formule  qui  vient  de  nous 
servir  au  cas  où  la  courbe  s  est  une  ellipse  ou  au  cas  où  elle  se  com- 
pose soit  de  deux  cercles  concentriques,  soit  de  deux  ellipses  homo- 
focales;  mais  nous  nous  en  dispenserons,  car  cette  application  n'offre 
plus  aucune  difficulté  après  les  considérations  dans  lesquelles  nous 
sommes  entré  dans  les  u°'  30,  31,  32. 

Tome  XVII  (  2"  séria).  —  StPTEaMDRE  1872.  4  ï 
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Des  équations  aux  différences  partielles  qui  se  rapportent  aux  corps 
cristallisés . 

Supposons  que  l'on  ait  à  considérer  une  des  équations 

\    '  1  dx'  '      dy  '     dz-  m'   dt' 

■'  ^"  "*"  '      ^   ~^    l    'IhF  ~  m'dt' 

Posons  X  =  ax' ,  j-  =  |3  >  ',   z  =  72',  et  nous  aurons  les  équations 

Id'u  d'u  d^u  „ 

T^  +   T-t;  +  3-7?  =  —  '"    «' 

rf.r  •  dr  ■  dz  ^ 

d^u  d'il  d'u  I    d-u 

^~  '  j    dx''  dy'-  dz'  m'    dl^ 

f    d'il  d'' u  d'il  I     du 

\    dx''  dy''  dz''  /«'  dt 

D'apiès  cela,  si  l'on  satisfait  à  une  des  équations  (2)  en  posant 


u  =f\r),     r  =  \i{x  —  rt;^  +  ( J  —  »)*  +  (z  —  c  ;= 
on  satisfera  aussi  à  l'équation  (i)  correspondante  en  posant 


On  passe  donc  facilement  des  intégrales  des  équations  (2  ;  à  celles 
des  équations  (i).  Ainsi,  par  exemple,  on  a  ce  théorème  : 

Si  u  représente  la  température  d'un  corps  cristallisé,  ou^  plus  géné- 
ralement, si  u  satisjait  à  l'équation 

.,  d^u         ,.,  rf'u  .,d'u         dii 

dx'  '       dy'  '     itz'  dl 
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dans  L'intérieur  d'une  snrjace  g,  cette  fonction  peut  être  mise  sous  la 
/orme 

"=  ffip^t,0,<]^)da,    avec    /(p,^5,(jy)  =  - T*  F(p  +  ajv7>^,+)e"'''rf^, 

•  9  J 00 

ce  qui  est  un  théorème  que  nous  avons  donné  précédemment  dans  le 
cas  on  a,  jS,  y  se  réduisent  à  l'unité. 


4t.. 
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FUNÉRAILLES  DE  M.  DUHAMEL. 


DISCOURS  DE  M.   JAMEV, 


UEMBRE    DE    L  INSTITUT, 


AU    NOM    DE    LA    SECTION    DE    PHYSIQUE. 


Messiettrs, 

Je  viens  au  nom  de  la  Section  de  Physique  déposer  sur  la  tombe  de 
M.  Duhamel  les  adieux  et  les  regrets  de  l'Académie  des  Sciences,  re- 
grets dont  vous  comprendrez  la  profondeur  quand  j'aurai  raconté 
quelques  circonstances  de  la  vie  et  des  travaux  de  notre  illustre 
confrère. 

Jean -Marie-Constant  Duhamel  naquit  à  Saint-Malo  vers  la  fin  de 
Tannée  1797.  Après  de  brillantes  études  au  lycée  de  Rennes,  où  il  eut 
pour  condisciples  M.  Dubois  de  Nantes,  qui  resta  son  ami,  et  notre 
confrère  M.  Roulin,  il  fut  reçu  deux  fois  à  l'École  Polytechnique  : 
en  iSiS,  à  16  ans,  dans  un  rang  qu'il  ne  voulut  pas  accepter,  et 
l'année  suivante  à  la  deuxième  place.  Son  avenir  paraissait  alors  fixé; 
mais  les  événements  politiques  amenèrent  en  181 6  un  licenciement 
général  où  il  fut  compris  avec  des  condisciples  destinés  comme  lui  à 
illustrer  leur  nom  par  la  science  :  Savary,  Lamé,  Cbasles,  Morin, 
Piobert,  Saint- Venant ,  etc.  Contraint  de  recommencer,  le  jeune 
Duhamel  revint  à  Rennes  et  suivit  les  cours  de  l'École  de  droit  ;  mais 
il  en  fut  bientôt  exclu  pour  des  manifestations  politiques.  Une  heu- 
reuse inspiration   le  ramena    à    Paris,    où    il    vint    chercher   fortune 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  3^5 

dans  l'enseignement.  Il  commença  modestement  par  nn  emploi  de 
répétiteur  à  l'institution  Massin.  On  comprend  qu'il  n'y  demeura  pas 
longtemps;  il  prit  ses  grades,  puis  il  fonda  une  institution,  puis  il 
devint  directeur  des  études  à  Sainte-Barbe. 

Cependant,  au  milieu  de  ces  occupations  multipliées  et  à  travers 
lesquelles  il  cherchait  sa  voie,  Duhamel  trouva  le  temps  d'écrire  ses 
premiers  Mémoires  et  d'établir  les  bases  de  sa  réputation  scientiâque. 
Poinsot  l'avait  déjà  distingué;  il  retrouvait  en  Duhamel  les  qualités 
qu'il  possédait  lui-même,  l'élégance,  la  simplicité,  la  correction. 
Ampère  lui  confiait  ses  idées  sur  l'éleclrodynamique  et  quelquefois  le 
chargeait  d'eu  essayer  la  rédaction  .qu'ensuite  ils  discutaient  ensemble. 
Fourier  l'attirait  vers  la  théorie  mathématique  de  la  chaleur  telle 
qu'on  l'entendait  alors;  et  c'est  dans  cette  direction  que  Duhamel 
exécuta  ses  premiers  travaux.  Il  y  débuta  par  uri  coup  de  maître  en 
étudiant  la  conductibilité  dans  les  cristaux,  ce  qui  le  conduisit  à  des 
lois  qui  ont  été,  longtemps  après,  vérifiées  dans  leur  ensemble  par  les 
belles  expériences  de  Sénarmont. 

Mais  c'est  principalement  vers  l'acoustique  que  Duhamel  dirigea 
l'effort  de  son  analyse.  Cette  science  était  alors  professée  avec  un  éclat 
incomparable  par  Savart,  qui  était  un  expérimentateur  adroit;  mais 
son  éducation  mathématique  avait  été  négligée,  et  cette  lacune  irré- 
médiable l'empêchait  souvent  de  saisir  le  lien  théorique  des  phéno- 
mènes qu'il  excellait  à  découvrir.  Duhamel,  qui  avait  les  qualités  in- 
verses, partait  du  calcul  pour  arriver  à  l'expérience.  C'est  ainsi  qu'il 
trouva  les  lois  des  tuyaux  d'orgue  coniques  et  qu'il  expliqua  les  vibra- 
tions des  cordes  métalliques,  en  tenant  compte  de  leur  rigidité. 

La  plus  célèbre,  la  plus  justement  célèbre  de  ses  théories,  est  celle 
de  l'archet.  Il  la  déduisit  des  lois  connues  du  frottement;  il  expliqua 
tous  les  faits  antérieurement  découverts,  et  il  prévit,  ce  que  l'on  ne 
connaissait  pas,  que  la  corde  doit  cesser  de  vibrer  par  une  action  con- 
tinue et  suffisamment  prolongée  de  l'archet  et  qu'elle  peut  rendre  des 
sons  plus  graves  que  sa  note  fondamentale.  L'expérience  montra  en- 
suite que  l'analyse  avait  raison. 

La  propriété  que  possèdent  les  corps  sonores  de  rendre  à  la  fois 
plusieurs  sons  avait  été  inexactement  expliquée  par  Bernoulli.  Duhamel 
étudia  la  question  et  donna,  en  i8/jo,  la  solution  qu'Helmoltz  a  gêné- 
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ralisée  beaucoup  plus  tard  en  se  l'attribuant.  Il  démontra  que  les 
diverses  parties  du  corps  exécutent  des  vibrations  mixtes,  lesquelles 
peuvent  être  considérées  comme  une  superposition  de  plusieurs  vibra- 
tions simples  que  1  oreille  démêle  et  perçoit  séparément.  Il  ne  suffisait 
point  de  l'avoir  dit,  il  fallait  encore  le  prouver,  et  Duhamel  y  parvint 
en  fixant  sur  le  corps  sonore  un  style  délié  qui  partage  ses  vibrations 
et  qui  les  écrit  sur  une  surface  noircie  qu'on  promène  en  avant  de  lui. 
C'est  ainsi  que  Duhamel  inventa  le  procédé  graphique,  qui  était  destiné 
à  tuie  si  haute  fortune  et  qu'on  emploie  aujourd'hui  pour  transcrire 
tous  les  mouvements,  même  ceux  du  cœur. 

Rien  ne  prouvait  mieux  que  ces  beaux  travaux  le  rôle  capital  que 
l'instrument  mathématique  doit  jouer  dans  les  sciences  expérimen- 
tales. Ils  ouvrirent  à  Duhamel  les  portes  de  l'Académie  des  Sciences 
dans  la  Section  de  Physique;  ils  lui  valurent  aussi  les  chaires  d'Analyse 
aux  Écoles  Polytechnique  et  Normale  et  a  la  Sorbonne.  Élève  de 
Duhamel  à  l'une  de  ces  écoles,  il  me  sera  permis,  non  de  juger  mon 
maître,  mais  de  parler  de  l'influence  heureuse  qu'il  exerça  sur  l'ensei- 
gnement et  des  traces  profondes  que  sa  parole  a  laissées  dans  nos 
esprits.  Poisson  admettait  que  les  fonctions  algébriques  croissent  par 
i?ifiniment  petits,  et  toutes  les  démonstrations  dérivaient  de  cette  con- 
ception qui  n'était  point  claire.  On  en  était  réduit  au  conseil  de 
d'Alembert  :  «  Avancez  et  la  foi  vous  viendra,  »  ce  qui  veut  dire 
qu'on  peut  habituer  l'esprit  sans  le  convaincre.  Quand  Duhamel  suc- 
céda à  Poisson,  il  substitua  aux  infiniment  petits  l'idée  de  la  continuité 
et  la  méthode  des  limites,  et  ce  fut  comme  un  soulagement,  tant  la 
clarté  devint  soudaine  et  vive. 

Pour  savoir  comment  Duhamel  avait  atteint  cette  lucide  rigueur  qui 
fut  le  trait  distinctif  de  son  talent,  il  faut  lire  le  récit  qu'il  a  fait  lui- 
même  de  ses  méditations  :  n  Je  devais  commencer  par  lever  pour 
moi-même  toutes  les  difficultés  si  cela  m'était  possible,  et  ensuite 
rendre  l'exposition  assez  claire  et  assez  rigoureuse  pour  que  ces  diffi- 
cultés ne  se  présentassent  pas  à  l'esprit  de  mes  élèves.  La  carrière  de 
l'enseignement  que  j'adoptai  m'en  faisait  même  une  obligation,  car  je 
n'aurais  jamais  pu  affirmer  des  choses  qui  m'auraient  laissé  quelques 
doutes,  et  il  ne  m'aurait  pas  suffi  d'avoir  la  conviction  de  leur  exac- 
titude :  il  fallait  que  les  élevés  l'eussent  aussi. 
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»  Telle  a  été  mon  étude  clans  toute  ma  vie  de  professeur;  telle  elle 
sera  quelques  années  encore,  je  l'espère.  » 

Ces  années,  Dieu  les  lui  a  accordées.  Il  en  a  profité  pour  répandre 
son  enseignement  dans  des  livres  devenus  classiques.  La  clarté,  la 
méthode,  la  conscience  qui  éclataient  dans  ses  leçons,  Duhamel  le.s 
transporta  dans  ses  ouvrages  en  les  accentuant  davantage.  Le  style  en 
est  minutieusement  travaillé  et  le  raisonnement  y  est  d'une  concision 
qui  surprend  à  chaque  pas.  Comme  l'a  dit  en  un  beau  langage  son 
élève  le  plus  aimé  et  le  plus  illustre,  notre  confrère  M.  Bertrand  : 
«  Disciple  immédiat  de  Fourier  et  animé  de  son  esprit,  modèle  en  tout 
de  netteté  et  d'élégance,  Duh.imel  ne  semble  vouloir  toucher  à  une 
question  que  pour  en  dire  le  dernier  mot.  » 

Tel  fut,  Messieurs,  notre  confrère  Duhamel.  Rien  ne  lui  a  manqué, 
ni  les  épreuves  de  la  jeunesse,  ni  l'édification  laborieuse  de  sa  fortune, 
ni  les  succès  de  l'esprit,  ni  le  bonheur  domestique,  ni  l'estime  de  ses 
rivaux,  ni  le  respect  de  ses  élèves.  Par  surcroît,  la  Providence  lui 
donna  le  temps  de  jouir  des  biens  qu'il  avait  acquis,  du  bien  qu'il 
avait  fait.  Quand  l'âge  vint,  il  se  résigna,  de  son  plein  gré,  à  descendre 
des  chaires  qu'il  occupait;  il  le  fit  avec  le  profond  regret  de  résigner 
un  devoir  qu'il  aimait,  qu'il  avait  rempli  pendant  quarante  années 
avec  tant  de  conscience  et  avec  un  si  vif  éclat.  Il  atteignit,  dans  le 
repos,  une  vieillesse  heureuse  et  sereine  :  dans  le  repos,  mais  non 
dans  l'oisiveté;  car  il  composa  pendant  les  dernières  années  de  sa 
vie  un  ouvrage  qu'il  avait  longtemps  projeté,  souvent  commencé  et 
interrompu,  et  auquel  son  penchant  et  ses  fonctions  l'avaient  tou- 
jours ramené,  ouvrage  intitulé  :  Sur  les  méthodes  dans  les  sciences 
de  raisonnement.  C'est  dans  ce  livre  considérable  qu'il  a  consigné  le 
fruit  de  son  expérience  et  de  ses  méditations.  11  en  projetait  un 
autre  que  lui  seul  pouvait  faire  :  il  voulait  retrouver  la  chaîne  aujour- 
d'hui perdue  qui,  dans  l'école  de  Platon,  reliait  la  logique  à  la 
géométrie.  Il  n'en  eut  pas  le  temps.  Le  22  avril  il  assistait,  plein  de 
santé,  plein  de  gaieté,  à  la  séance  de  l'Académie;  huit  jours  aprè.s, 
on  nous  annonçait  sa  mort  inattendue. 
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FUNÉRAILLES  DE  M.  E.  LAUGÏER. 


DISCOURS  DE  M.   FAYE, 


PRÉSIDENT   DE   L  ACADÉMIE  DES   SCIENCES, 


AU     NOM    DE    L'ACADÉMIE. 


Honorés  confrères,    Messieurs, 

L'Académie  tout  entière  ressentira  vivement  la  nouvelle  perte  qu'elle 
vient  de  faire.  En  quelques  semaines,  deux  de  ses  membres  les  plus 
aimés,  deux  frères,  portant  tous  les  deux  dignement  un  nom  déjà 
honoré  d'ancienne  date  dans  le  monde  des  sciences,  Stanislas  et  Ernest 
Laugier  viennent  de  moui'ir,  emportés  par  la  même  maladie  d'épuise- 
ment. A  ces  coups  répétés,  ne  dirait-on  pas  qu'il  s'agit  ici  non  de  la 
dette  ordinaire  imposée  par  la  conmiune  loi,  mais  plutôt  d'un  arriéré 
du  tribut  que  Paris  a  dû  payer  à  cette  période  cruelle  où  les  deux 
Laugier  ont  montré  la  même  constance  et  le  même  dévouement? 

Je  devrais  parler  ici  au  nom  de  l'Institut,  je  voudrais  tâcher  d'a- 
doucir, par  ces  témoignages,  la  douleur  de  notre  vénéré  doyen, 
M.  Mathieu,  et  celle  de  l'ilhistre  famille  qui  vient  de  faire  une  telle 
perte.  Pardonnez-moi  si  pourtant  je  m'écarte  de  cette  ligne,  et  si  je 
mets  dans  ces  dernières  paroles  quelque  chose  de  personnel  :  cest  que 

e  ne  puis  oublier,  même  en  parlant  en  votre  nom,  que  Laugier  était 
pour  moi  un  camarade;  que  nous  avons  débuté  ensemble  à  l'École 
Polytechnique;  que  je  l'ai  retrouvé  plus  tard  à  l'Observatoire  et  suivi 

usqu'à  l'Institut  ;  que  partout  il  m'a  tendu  la  main  et  soutenu  de  son 
sufirage.  Au  moment  si  triste  où  nous  nous  séparons,  après  avoir  marche 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  3^9 

quarante  ans  dans  la  même  voie,  j'éprouve  le  besoin  de  dire  avant 
tout  que  Ernest  Laugier  a  été  toute  sa  vie  un  modèle  de  droiture.  Dans 
ces  quarante  années  où  je  l'ai  suivi  pas  à  pas,  je  ne  sais  de  lui  ni  un 
acte  douteux,  ni  une  parole  mal  tenue,  ni  un  sentiment  à  cacher. 
Caractère  iroid  en  apparence,  toujours  calme  et  réservé,  mais  au  fond 
excellent,  sympathique,  et  surlout  iiifailhble  dans  l'honnenr,  n'est-ce 
pas  là,  en  effet,  Messieurs,  rhomnie  que  vous  avez  connu,  que  vous 
avez  aimé  et  entouré  de  votre  estime  ? 

Quant  au  savant,  je  n'attendrai  pas  le  solennel  hommage  qui  sera 
rendu  à  sa  mémoire  dans  nue  enceinte  plus  convenable,  il  est  vrai, 
pour  de  pareils  éloges  ;  je  ne  saurais  m'enqiècher  de  vous  en  parler 
un  moment,  même  sur  celte  tombe,  car  j'ai  suivi  ses  travaux  et  ses 
idées  plutôt  en  ami  qu'en  énude.  Le  monde  savant  les  connaît  aussi  ;  il 
a  depuis  longtemps  apprécié  cette  longue  suite  de  travaux  si  variés  : 
ces  observations  astronomiques  qui  resteront  comme  des  modèles  de 
précision  et  de  conscience;  ces  utiles  recherches  sur  les  nébuleuses  et 
les  étoiles  fondamentales  ;  ces  études  si  fines  d'érudition  qui  lui  ont 
fait  découvrir,  jusque  dans  les  antiques  annales  des  dynasties  chinoises, 
les  premières,  les  précieuses  traces  de  la  fameuse  comète  de  Halley  ;  et 
ces  mesures  si  délicates  d'optique  et  de  magnétisme  pour  lesquelles 
notre  illustre  maître  Amgo  recourait  si  volontiers  à  son  habileté  con- 
sommée. 

Voilà  quelques-uns  des  titres  qui  ont  valu  à  Laugier  l'honneur 
d'être  admis  parmi  vous  ;  tels  sont  les  traits  les  plus  connus  d'une 
carrière  noblement  remplie,  que  hier  encore  le  grand  homme  d'État  qui 
gouverne  la  France  a  voulu  couronner  par  une  marque  éclatante  de 
son  estime,  récompense  venue,  hélas!  à  la  dernière  heure,  pas  trop 
tard  néanmoins  pour  nous  qu'elle  console  et  pour  ses  enfants  qu'elle 
encouragera. 

Mais,  Messieurs,  vous  n'auriez  là  qu'une  esquisse  officielle  et  au 
fond  incomplète  de  l'homme  éminent  qui  vient  de  nous  quitter.  En 
dehors  des  travaux  que  l'opinion  tient  pour  réussis  et  qui  brillent  de 
l'approbation  de  tous,  j'en  sais  de  lui  qui  n'ont  pas  été  appréciés  a 
leur  valeur,  parce  que  Laugier  était  un  de  ces  hommes  modestes  qui 
doutent  trop  d'eux-mêmes  et  ne  se  complaisent  pas  aux  éclats  de  la 
polémique.  Je  veux  parler  surtout  de  son  Mémoire  sur  le  Soled,  qu'il 

Tome  XVII  (2"  série).  —  Octobre  1872.  ^2 
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n'a  jamais  publié  en  entier,  pour  avoir  un  moniei\t  hésité  devant  les 
préjugés  scientifiques  de  ses  contemporains.  Mais,  moi,  je  n'hésiterai 
pas  à  le  dire,  ceux  qui  suivent  dans  un  esprit  pliilosophique  les  pro- 
grès de  notre  science  s'apercevront  bientôt  qu'il  y  avait  là  le  premier 
effort  vraiment  rationnel  et  fécond  qui  eût  été  tenté  depuis  Galilée  sur 
ce  grand  problème.  Longtemps  on  n'y  a  remarqué  que  Ihabileté 
ordinaire  de. l'auteur  et  le  courage  avec  lequel  ii  avait  poursuivi  ses 
observations  si  redoutables  avant  les  procédés  tout  récents  qui  ont 
fini  par  les  rendre  inoffeiisives,  et  où  chaque  jour,  en  effet,  il  risquait 
de  se  brûler  les  yeux.  Plus  tard  une  appréciation  plus  exacte  s'est 
produite,  mais  à  l'étranger  [*].  D'ailleurs  il  n'était  plus  temps  pour 
lui  :  sa  carrière  d'observateur  venait  d'êîre  brisée.  D'autres  suivirent 
sa  trace  ;  une  branche  nouvelle  de  la  science  prit  naissance  sur  le 
terrain  qu'il  avait  entamé,  et  elle  s'est  développée  rapidement.  Il 
n'en  est  pas  moins  vrai  que  nous  en  devons  les  premiers  germes  au 
Mémoire  inachevé  de  Laugier,  et  c'est,  en  ce  moment,  une  doulou- 
reuse satisfiction  pour  moi  de  n'avoir  pas  attendu  jusqu'ici  pour  le 
proclamer  en  public. 

Ainsi,  malgré  sa  modestie  parfaite,  en  lui  l'homme  de  science  était 
bien  à  la  hauteur  de  l'homme  d'honneur,  et  ce  n'est  pas  peu  dire, 
Messieiu's  !  Au  nom  de  nos  confrères  que  cette  mort  frappe  dans  une 
de  leurs  plus  profondes  sympathies,  je  te  dis  adieu,  cher  camarade, 
avec  la  confiance  que  tu  ne  nous  as  quittés  que  pour  aller  là  où  les 
esprits  généreux  et  les  coeurs  d'élite  doivent  se  réunir  à  jamais,  dans 
la  source  éternelle  de  tout  bien  et  de  toute  vérité. 

[*]  V.  Carbinoton,  Observations  nf  the  Spots  on  the  Sun,  p.  4>  5  et  6. 
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DISCOURS  DE  M.  DELAUINAY, 

MEMBRE    DE    L'iNSTlTtT  , 

AU    JiOM  DU    BUREAU    DES   LONGITUDES. 


Messieurs, 

Si  la  mort  du  confrère  qui  vient  de  nous  être  si  prématurément  en- 
levé est  une  perte  cruelle  pour  l'Académie  des  Sciences,  c'en  est  une 
bien  plus  cruelle  encore  pour  le  Bureau  des  Longitudes,  où  la  per- 
sonnalité scientifique  de  Laugier  tenait  une  si  grande  place.  C'est  au 
sein  de  cette  petite  Académie  astronomique  que  se  montraient  à  nous 
dans  tout  leur  jour  les  belles  qualités  de  notre  savant  confrère;  c'est 
dans  ses  séances,  que  je  puis  qualifier  d'inlimes  en  raison  du  petit 
nombre  des  membres,  que  Laugier  déployait  sans  gène  et  avec  cette 
aimable  simplicité  que  vous  connaissiez,  les  ressources  de  son  profond 
savoir  en  tout  ce  qui  touche  à  l'Astronomie  d'observation  ;  en  même 
temps  qu'il  nous  aidait,  par  son  extrême  bon  sens  et  sa  grande  pru- 
dence, à  lever  les  difticullés  de  diverse  nature  que  nous  rencontrions. 

En  mai  i834,  à  l'âge  de  vingt  et  lui  ans,  Laugier  était  près  d'achever 
sa  seconde  année  d'études  à  l'École  Polytechnique,  lorsqu'il  fut  appelé 
par  le  Bureau  des  Longitudes  à  occuper  à  l'Observatoire  de  Paris  une 
des  places  d'élève-astronome  qui  venaient  d'y  être  créées.  Avec  un 
maître  tel  que  Arago,  il  s'initia  rapidement  aux  méthodes  d'observation 
et  ne  tarda  pas  à  compter  parmi  les  plus  habiles  observateurs.  Neuf 
ans  plus  tard,  en  juin  i843,  il  devenait  membre  adjoint  du  Bureau 
des  Longitudes  en  remplacement  de  Savary,  et  continuait  en  cette 
qualité  à  prendre  une  part  active  aux  travaux  de  l'Observatoire  ; 
depuis  1862  il  était  membre  titulaire  de  ce  corps  savant.  Je  ne 
m'arrêterai  pas  à  vous  parler  de  ce  que  Laugier  a  fait  a  l'Observatoire 
tant  qu'il  lui  a  été  donné  de  faire  usage  des  instruments  d'observation  : 

42.. 
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les  éloquentes  paroles  que  vous  venez  d'entendre  vous  ont  suffisam- 
ment montré  toute  l'importance  des  travaux  personnels  auxquels  il 
s'est  livré.  Tout  présageait  que  la  carrière  astronomique  de  Laugier 
serait  longue  et  une  des  mieux  remplies  que  nous  présente  l'histoire 
des  sciences,  lorsque  tout  à  coup,  à  la  mort  d'Arago,  le  Bureau  des 
Longitudes  s'est  vu  privé  des  moyens  d'observation  dont  il  avait 
disposé  jusque-là.  Parmi  les  membres  du  Bureau,  aucun  n'a  ressenti 
plus  vivement  ce  coup  funeste  que  le  confrère  que  nous  pleurons 
aujourd'hui.  La  privation  de  ces  instruments  de  l'Observatoire,  qui 
étaient  devenus  pour  ainsi  dire  partie  intégrante  de  son  existence,  a 
été  poiu"  lui  un  coup  fatal  dont  les  effets  ne  se  sont  pas  atténués  avec 
le  temps.  Mais,  s'il  regrettait  de  ne  plus  avoir  la  possibilité  de  pour- 
suivre ses  travaux  de  prédilection,  il  était  encore  plus  profondément 
affligé  du  rôle  si  effacé  que  l'on  avait  fait  au  Bureau  des  Longitudes, 
auquel  on  avait  enlevé  tout  moyen  d'action;  aussi  Laugier  avait-il 
constamment  en  vue  de  relever  le  corps  savant  auquel  il  appartenait. 
C'est  dans  ce  but  qu'd  a  mis  en  avant  et  fait  adopter  par  le  Bureau  des 
Longitudes  le  projet  d'une  vaste  entreprise  ayant  pour  objet  de  dé- 
terminer, avec  toute  la  précision  que  comporte  la  science,  les  longi- 
tudes d'un  certain  nombre  de  lieux  convenablement  choisis  sur  toute 
la  surface  de  notre  globe.  Ces  lieux  devaient  former  comme  autant  de 
points  de  repère  destinés  à  servir  de  base  à  la  détermination  exacte  de 
toutes  les  longitudes  dont  la  connaissance  est  nécessaire  aux  marins  et 
aux  voyageurs,  longitudes  dont  le  tableau  est  publié  chaque  année 
dans  la  Contiaissaiice  des  temps.  A  la  demande  du  Bureau  des  Longi- 
tudes, l'administration  de  It  marine  a  bien  voulu  désigner  quelques 
officiers  et  ingénieius  pour  exécuter  ce  travail.  Laugier  les  a  initiés 
lui-  même  aux  moyens  d'observation  quds  devaient  employer  pour 
cela.  On  sait  quel  succès  a  eu  celte  entreprise,  dont  les  résultats, 
vérifiés,  contrôlés  et  approuvés  par  le  Bureau  des  Longitudes,  sont 
déjà  en  grande  partie  publiés. 

La  publication  de  la  Connaissance  des  temps  était  la  seule  part  de 
travail  laissée  à  l'activité  du  Bureau  des  Longitudes.  On  sait  avec  quel 
courage  et  quelle  énergique  persévérance  le  vénérable  doyen  duBureau 
et  de  l'Académie  des  Sciences,  M.  Mathieu,  a  dirigé  et  soutenu  celte 
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pénurie  des  ressources  pécuniaires  nécessaires  aux  améliorations  que 
le  progrès  de  la  science  exigeait.  Laugier  a  pris  dès  1861  une  j)art  im- 
portante dans  ce  travail.  Toute  la  portion  dont  les  calculs  de  détail  ne 
pouvaient  pas  être  confiés  à  de  simples  calculateurs  était  faite  par  lui  : 
tels  sont  les  calculs  des  marées,  ceux  des  éclipses  et  ceux  des  occul- 
tations des  étoiles  par  la  Lune.  Il  avait  en  outre  accru  l'importance  de 
la  Connaissance  des  temps,  en  joignant  aux  résultats  du  calcul  des 
éclipses  des  cartes  qui  faisaient  connaître  les  circonstances  générales 
des  principales  éclipses  de  Soleil  sur  la  surface  du  globe  terrestre. 

En  mars  1870,  une  Commission  fut  chargée  par  le  Ministre  de 
l'Instruction  publique  d'étudier  les  mesures  à  adopter  pour  réorganiser 
l'Observatoire  de  Paris.  Laugier,  qui  faisait  partie  de  cette  Com- 
mission, en  profita  pour  demander  qu'on  rendit  au  Bureau  des  Longi- 
tudes le  rôle  qu'on  n'aurait  jamais  dû  lui  enlever.  La  réclamation  était 
si  bien  fondée  qu'elle  fut  iinméiliatement  accueillie,  et  la  Commission 
n'hésita  pas  à  arrêter  en  principe  que  le  Bureau  des  Longitudes  devait 
être  constitué  en  conseil  supérieiu'  des  établissements  astronomiques 
de  France.  Les  événements  si  graves  que  nous  avons  eu  à  traverser 
depuis  cette  époque  ont  relardé  pendant  longtemps  la  mise  à  exé- 
cution des  mesures  dont  la  Commission  recommandait  l'adoption  au 
Gouvernement.  Toutefois  notre  confrère  a  eu  la  satisfaction  de  voir 
ses  désirs  réalisés  par  le  décret  rendu  le  5  du  mois  de  mars  dernier. 
D'après  ce  décret,  le  Bureau  des  Longitudes  doit  désormais  jouer  un 
rôle  prépondérant  dans  les  inspections  annuelles  de  nos  observatoires, 
et  aussi  dans  les  nominations  du  personnel  de  ces  établissements. 
Nous  comj)lions  beaucoup  sur  Laugier  poui'  nous  aider  de  son  expé- 
rience et  de  ses  connaissances  dans  l'accomplissement  de  cette  tâche 
importante  du  Bureau;  mais  la  mort  avait  déjà  marqué  sa  victime,  et 
elle  n'a  pas  voulu  permettre  que  Laugier  joignît  à  la  satisfaction  d'avoir 
vu  adopter  ses  idées  celle  de  prendre  part  lui-même  aux  délibérations 
résultant  des  nouvelles  attributions  du  Bureau  des  Longitudes.  La 
mort  laisse  parmi  nous  un  vide  immense  dont  nous  nous  ressentirons 
longtemps. 

Les  chagrins  de  famille  n'ont  pas  été  épargnés  à  notre  malheureux 
confrère.  Il  y  a  quelques  années,  il  perdait  un  fils  rempli  des  plus 
brillantes  qualités,  l'espoir  de  ses  parents  et  de  leurs  amis.  Tout  ré- 
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cemment,  c'était  le  tour  de  son  frère,  qu'il  avait  été  si  heureux  de  voir 
venir  prendre  place  près  de  lui  à  l'Académie  des  Sciences,  et  pour 
lequel  il  avait  une  affection  qui,  en  raison  de  la  différence  d'âge, 
touchait  à  la  tendresse  filiale.  Ces  deux  pertes  l'ont  fortement  im- 
pressionné et  ont  certainement  beaucoup  contribué  à  ébranler  sa  santé 
et  à  abréger  ses  jours.  Ainsi,  en  moins  de  deux  mois,  l'Académie  des 
Sciences  perd  deux  de  ses  membres  les  plus  estimés  et  les  plus  aimés, 
frères  par  le  sang,  mais  frères  aussi  par  l'honorabilité  et  la  droiture  du 
caractère,  par  la  douceur  et  l'aménité  dans  les  rapports.  Ces  deux 
frères,  qui  resteront  unis  dans  nos  regrets,  laissent  chacun  deux  fils  ; 
puissent-ils  prendre  tous  pour  modèles  les  pères  qu'ils  viennent  de 
perdre:  nous  ne  pouvons  rien  leur  souhaiter  de  plus. 

Qu'il  me  soit  permis  en  terminant  de  dire  combien  je  suis  personnel- 
lement frappé.  Laugier  était  pour  moi  un  ami  véritable.  Depuis  plus 
de  dix-huit  ans,  nous  vivions  dans  la  plus  grande  intimité  :  habitant 
sous  le  même  toit,  nous  occupant  des  mêmes  choses,  nous  nous 
voyions  à  chaque  instant.  Nos  vies  étaient  continuellement  mêlées, 
presque  confondues.  C'est  dans  ces  rapports  de  tous  les  jours  que  j'ai 
pu  apprécier  tout  ce  qu'U  y  avait  de  bon,  d'honnête  dans  cette  âme 
si  droite,  tout  ce  qu'il  y  avait  de  rectitude  dans  son  jugement.  Je  me 
sentais  entraîné  à  le  consulter  dans  toute  circonstance.  Jamais  ses  bons 
conseils  ne  m'ont  fait  défaut  ;  jamais  je  n'ai  eu  à  regretter  de  les  avoir 
suivis.  Laugier  cessera  d'exister  au  milieu  de  nous,  mais  il  ne  cessera 
pas  d'être  vivant  dans  mes  plus  intimes  souvenirs. 
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DISCOURS  DE  M.  JIIIUEIV  DE  LA  (iRAVlÈRE, 


MEMBRE    DE    L  INSTITUT, 


AU   NOM    DE    LA    MARINE. 


Messieurs, 

J'ai  été  éiourdi,  coimne  vous,  |)ar  le  double  coup  do  foudre  qui  a 
frappé  dans  l'espace  de  deux  mois  une  famille  si  unie,  si  respectable 
par  son  union  et  par  ses  vertus  domestiques.  Il  y  a  quelques  jours, 
j'étais  assis  à  cùlé  de  M.  Laugier;  nous  cherchions  ensemble  quels 
perfectionnements  pourrait  recevoir  l'instruction  des  élèves  de  l'École 
navale,  car  nous  faisions  tous  les  deux  partie  de  la  Commission  insti- 
tuée à  cet  effet  par  le  Ministre.  J'avais  donc  plus  qu'un  autre  le  devoir 
d'apporter  ici  le  tribut  de  reconnaissance  et  de  regrets  du  corps  au- 
quel j'appartiens.  Toute  cette  génération  de  marins  dont  vous  avez 
admiré  le  dévouement,  M.  Laugier,  l'éminent  examinateur,  l'a  vue 
passer  sous  ses  yeux,  comparaître  à  son  tribunal.  Il  avait  pour  elle  la 
sollicitude  d'un  père  de  famille,  sollicitude  ferme  et  austère,  telle  que 
celle  qui  convient  à  un  homme  chargé  d'assurer  de  bons  serviteurs  à 
l'État.  M.  Laugier  ne  songeait  pas  seulement  à  la  marine  quand  il 
surveillait  de  si  près  le  développement  des  études  à  l'École  navale  :  il 
se  préoccupait  aussi  des  intérêts  de  la  Science.  Il  voulait  que,  dans  cette 
jeunesse  ardente  répandue  sur  toute  la  surface  du  globe,  les  poursuites 
scientifiques  trouvassent  leurs  meilleurs  auxiliaires.  Aussi,  quand  il 
s'est  agi  d'affermir  les  jalons  sin*  lesquels  s'ap|)uienl  les  déterminations 
géographiques,  quand  il  a  fallu  fixer  par  des  observations  d'une  pré- 
cision absolue  un  certain  nombre  de  méridiens  fondamentaux, 
M.  Laugier  a-t-il  été  doublement  heureux  de  pouvoir  offrir  au  Bureau 
des  Longitudes  la  collaboration  de  quelques-uns  de  ces  jeunes  ixiarins 
dont  il  avait  favorisé  les  aptitudes  et  encouragé  les  premiers  efforts. 
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Aucune  des  jouissances  attachées  aux  honorables  et  rigoureuses  fonc- 
tions qu'il  exerçait  avec  tant  de  confiance  et  de  droiture  ne  lui  a  donc 
manqué.  Heureux,  Messieurs,  ceux  qui,  dans  ces  temps  troublés,  n'ont 
jamais  quitté  les  régions  sereines  de  la  science,  qui,  comme  l'ami  dont 
le  deuil  nous  rassemble,  n'ont  eu  d'autre  souci  que  d'élever  leur  fa- 
mille dans  l'amour  du  travail,  dans  la  pratique  du  bien,  qui  ont  ainsi 
fait  du  foyer  domestique  un  asile  de  paix  et  de  recueillement!  Ceux-là, 
quand  ils  arrivent  au  terme  du  grand  voyage,  croient  facilement  à  une 
autre  vie,  car  ils  ont  tout  intérêt  à  y  croire  :  ils  sont  certains  d'y  trou- 
ver, avec  l'éternel  repos,  la  juste  récompense  de  leurs  vertus. 
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Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Liouville 
Par  m.  Maximilies  UIARIE. 


De  nouvelles  recherches  que  je  viens  d'entreprendre  relativenienr  à 
II)  Théorie  des  Jonctions  de  variables  imaginaires  ont  incidemment 
ramené  mon  attention  sur  les  questions  que  j'ai  traitées  dans  le  Journal 
de  Mathématiques,  de  i858  à  1862,  et  m'ont  suggéré  diverses  remar- 
ques qui  me  paraissent  assez  intéressantes  pour  mériter  d'être  com- 
muniquées à  vos  lecteurs. 

Il  s'agit  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées,  c'est-à-dire  de  la 

dr 

suite  des  points  d'un  lieu  plan  pour  lesquels  -j-   est  réel.  Cette  ligne 

ne  saurait  trop  attirer  l'attention,  puisqu'elle  complète  sous  une  in6- 
nité  de  rapports  la  courbe  réelle,  dont  elle  est  la  véritable  supplémen- 
taire, qu'elle  joue  le  même  rôle  dans  une  infinité  de  questions  et  qu'elle 
la  remplace  totalement,  dans  ses  relations  avec  les  conjuguées,  lorsque 
les  coefficients  de  l'équation  deviennent  imaginaires. 

L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  est  le  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  au  lieu  complet,  dont  les  coefficients  angulaires 
sont  réels.  C'est  en  quelque  sorte  sa  définition,  mais  je  ne  l'avais  pas 
présentée  dans  ces  termes  qui  en  font  ressortir  immédiatement  plusieurs 
propriétés  importantes. 

Il  résulte  d'abord  de  cette  manière  de  concevoir  l'enveloppe  imagi- 
naire que  les  m{m  —  i)  tangentes,  qu'on  peut  mener  à  une  courbe  de 
degré  m  parallèlement  à  une  direction  réelle  donnée,  sont  les  tangentes 
qu'on  peut  mener  parallèlement  à  cette  direction  au  système  des  deux 
enveloppes,  de  sorte  que  les  deux  courbes  se  complètent  l'une  l'autre 
sous  ce  rapport;  il  en  résulte  aussi  que  les  asymptotes  de  l'enveloppe 
imaginaire  sont  les  asymptotes  du  lieu  complet  dont  les  coefficients 

Touii  XVII  (2'ï  série).  —  Octodre  1872.  '\^ 
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angulaires  sont  réels  et  les  ordonnées  à  l'origine  imaginaires;  on  en 
conclut  encore  que  l'enveloppe  imaginaire  touche  l'enveloppe  réelle 
en  ses  points  d'inflexion,  puisque  les  tangentes  aux  points  d'inflexion 
représentent  des  couples  de  tangentes  réelles,  confondues,  qui  vont 
devenir  imaginaires  si  leur  coefficient  angulaire  varie  infiniment  peu 
dans  un  sens  convenable;  mais  on  en  déduit  cette  proposition  bien 
plus  importante  que  lorsque  les  deux  enveloppes  coexistent,  elles  sont 
toujours  réciproques  l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire  que  si,  ayant  déter- 
miné l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu,  on  considère  le 
lieu  dont  l'équation  représenterait  cette  enveloppe  imaginaire  en  coor- 
données réelles,  on  retrouvera  la  première  courbe  pour  enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  du  second  lieu. 
En  effet,  soit 

j  —  ax  -f-  o[a) 

l'équation  générale  des  tangentes  à  une  cowrhe  J  [x^j)  =  o,  de  de- 
gré m,  de  sorte  que  ç[a)  aura  m{m  —  i)  valeurs  :  si  l'enveloppe  ima- 
ginaire existe,  'j(rt)  pourra  devenir  imaginaire  pour  certaines  valeurs 
de  a.  Soient 

deux  formes  de  y  (a)  qui  deviennent  imaginaires  en  même  temps; 
l'équation 

j  ^=  ax  -\-  Of  in)  ±  v'92  («  j 

représentera  deux  tangentes  à  l'enveloppe  réelle,  lorsque  9a(a)  sera 
positif,  et  deux  tangentes  à  l'enveloppe  imaginaire  dans  le  cas  contraire; 
mais  si  ^^[a)  est  négatif,  les  deux  tangentes  à  l'enveloppe  imaginaire 
seront  représentées  en  coordonnées  réelles  par 


7  =  ax  +  9,  [a]  ±  V  —  «p.'rtj  ; 
les  deux  courbes  sont  donc  l'une  l'enveloppe  des  droites 
7  ~ax+  f,{a)  ±  \/Oo{a), 
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et  l'autre  celle  des  droites 


j  =  ax  +  o,[a)  ±  s/—  ?2l«); 

par  conséquent,  elles  sont  réciproques  l'une  de  l'autre. 

La  proposition  suivante  est  énoncée  dans  le  Mémoire  adressé  par 
moi  à  l'Académie  des  Sciences,  en  i865,  où  je  détermine  celui  des 
points  critiques  d'une  fonction  jr  qui  limite  la  convergence  du  déve- 
loppement de  celte  fouclion,  Mémoire  qui  est  resté  jusqu'ici  inédit,  le 
Rapport  n'ayant  pas  encore  été  présenté.  Voici  cette  proposition  : 

Lorsque  les  coefficients,  d'abord  réels,  d'une  équation  J\x ,  j)  =  o 
reçoii'ent  des  accroissements  iiifiniiucnt  petits  imaginaires,  la  courbe 
réelle  que  représentait  d'abord  l'équation  se  transforme  instantané- 
ment en  enveloppe  imaginaire,  sans  changer  de  Jorme  qu'infiniment 
peu.  En  d'autres  termes,  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un 
lieu  dont  l'équation  a  ses  coefficients  imaginaires  est  substituée  à  la 
courbe  réelle  que  représentait  l'équation  à  coefficients  réels  de  même 
forme,  et  est  en  continuité  géométrique  avec  cette  courbe  réelle.  En 
effet,  si  Ion  donne  à  x,  dans  la  nouvelle  équation,  les  valeurs  des 
abscisses  des  points  de  l'ancienne  courbe  réelle,  d'une  part,  les  valeurs 
correspondantes  de  j  différeront  infiniment  peu  des  ordonnées  de 

l'ancienne  courbe  réelle,  et,  de  l'autre,  les  valeurs  de  -j-  aux  points 

correspondants,  qui  étaient  tout  à  l'heure  réelles,  auront  maintenant 
leurs  parties  imaginaires  infiniment  petites;  ces  points  seront  donc  à 
la  fois  infiniment  voisins  de  l'ancienne  courbe  réelle  et  de  la  nouvelle 
enveloppe. 

3'ai  démontré  dans  le  tome  VI,  2'' série,  du  Journal  de  Mathéma- 
tiques, 1861,  que  si  r  +  r'  \j —  i  est  la  valeur  de 

(t'y 

en  un  point  de  l'enveloppe,  r  -f-  r'  est  le  rayon  de  courbure  de  l'enve- 
loppe en  ce  point  :  il  ne  restait  donc  rien  à  faire  sur  la  théorie  de  la 

43.. 
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courbure  de  l'enveloppe  imaginaire;  cependant  voici  une  relation  re- 
marquable entre  les  développées  des  deux  enveloppes.  On  possède  si 
peu  de  théorèmes  généraux  sur  la  théorie  des  courbes  que  je  ne  crois 
pas  devoir  passer  celui-ci  sous  silence  :  La  développée  de  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  d'une  courbe  est  i enveloppe  imaginaire  des 
conjuguées  de  la  développée  de  cette  courbe,  et  réciproquement,  puis- 
que les  deux  enveloppes  sont  réciproques.  En  effet,  le  coefficient  an- 
gulaire de  la  tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  en  un  quelconque  de 
ses  points  étant  réel,  celui  de  la  normale  l'est  aussi;  d'ailleurs  x  et  j 
désignant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe,  chacune  des 
équations 


représente  une  seule  droite,  la  première  réellement  tangente  à  l'enve- 
loppe imaginaire  et  la  seconde  effectivement  normale,  de  sorte  que  la 
développée  de  l'enveloppe  imaginaire  est  l'enveloppe  de  la  droite 
unique  représentée  par  l'équation 

Y-  r  =  -  -^{X  -  ,r); 
\dx) 

mais,  d'un  autre  côté,  la  développée  de  la  courbe  réelle  étant  l'enve- 
loppe de  la  droite  représentée  par  l'équation 

Y-r  =  -  7:7-r(^--^)' 

m 

lorsque  r  et  j  sont  réels,  il  en  résulte  que,  quel  que  soit  le  point  du 
lieu  dont  x  ti  j  soient  les  coordonnées,  le  faisceau 

Y-J-  =  -   T7— tX  -  Xi 
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est  toujours  tangent  au  lieu  représenté  par  l'équation  de  la  dévelop- 
pée; et  enfin  si  le  point  [.r,  j-'  appartient  à  l'enveloppe  imaginaire, 

-7-  étant  réel,  la  droite 

a.r  ' 

est  effectivement  tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de 
la  courbe  qu'elle  enveloppe,  lorsqu'elle  est  réelle,  c'est-à-dire  de  la  dé- 
veloppée de  la  courbe  réelle  proposée. 

On  vérifiera  aisément  cette  proposition  sur  l'hyperbole. 

J'ai  fait  voir,  dans  le  tome  IV,  2*  série,  du  Journal  de  Mathéma- 
tiques, 1859,  que  la  rectification  de  l'enveloppe  imaginaire  est  fournie 
par  la  même  intégrale  qui  donne  celle  de  la  courbe  réelle,  et,  à  ce 
propos,  après  avoir  démontré  que  la  période  imaginaire  de  l'intégrale 
rectificatrice  de  l'hyperbole  est  le  produit  par  v—  i  de  la  différence 
totale  entre  la  somme  des  longueurs  des  deux  branches  de  l'hyperbole 
supplémentaire  et  la  somme  des  longueurs  des  deux  asymptotes  com- 
munes, j'ai  été  amené,  pour  interpréter  semblablement  la  période 
réelle,  à  constater  que  la  rectificatrice  de  l'une  des  deux  hyperboles  a 
pour  périodes  les  produits  par  \/— I  de  celles  de  l'autre.  Le  fait  est 
général  :  V  intégrale  rectificatrice  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conju- 
guées d'une  courbe  a  toujours  pour  périodes  les  produits  par  \J  —  1  des 
périodes  de  l'intégrale  rectificatrice  de  la  courbe  réelle,  et  réciproque- 
ment, puisque  les  deux  enveloppes  sont  réciproques.  En  effet,  il  est 
clair,  d'une  part,  que  l'intégrale 


/./-ry/, 


'd.r, 


a  pour  périodes  réelles  les  longueurs  des  anneaux  fermés  de  la  courbe 
réelle. 

D'un  autre  côté,  si  l'enveloppe  imaginaire  présente  un  anneau 
fermé  composé  de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux,  les  tan- 
gentes à  cet  anneau  en  deux  points  imaginaires  conjugués  seront  pa- 
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rallèles,  car  les  coefficients  différentiels 


doc  -(-  dp  s/— T  dx  —  d^  v'—  ' 

en  ces  deux  points  ne  différeront  pas  l'un  de  l'autre,  en  raison  de 
l'hypothèse 

dx'  _  dp' 

dy 

ciu'entraîne  celle  de  leur  réalité;  les  valeurs  de  -h  aux  deux  points 
'  rtx  ■ 

considérés  de  l'anneau  seront  donc  égales,  et  quant  à  celles  de  dx^ 
elles  seront  telles  que  dd  4-  r//3  y —  i  et  <T?a  —  d^  y  —  i  .  D'un  autre 
côté,  si  l'on  fait  parcourir  l'anneau  entier  au  point  mobile,  les  deux 
éléments  conjugués  seront  parcourus  en  sens  contraires;  par  consé- 
quent, la  somme  des  éléments  de  l'intégrale,  correspondant  à  ces 
deux  éléments  de  l'anneau,  sera 


.d?> 


pv- 


v^-lê)'^ 


elle  sera  imaginaire,  sans  partie  réelle,  et  représentera  le  produit  par 
y—  I  de  la  somme  des  deux  éléments  réalisés  de  l'anneau.  Les  pro- 
duits par  V  —  I  des  longueurs  des  anneaux  fermés  de  l'enveloppe  ima- 
ginaire sont  donc  les  périodes  imaginaires  de  l'intégrale 


/^•V' 


dy\ 
.  dx  ! 


D'ailleurs,  les  deux  enveloppes  étant  réciproques,  il  est  clair  que,  si  l'on 
forme  les  deux  intégrales  qui  les  rectifieraient  réelles,  chacune  de  ces 
deux  intégrales  aura  pour  périodes  celles  de  l'autre  multipliées  par 
\  —  I  .  Cette  proposition,  au  reste,  dérive  immédiatement  de  ce  théo- 
rème plus  général  que  les  quadratrices  de  deux  courbes  conjuguées 
l'une  de  l'autre  ont  chacune  pour  périodes  les  produits  par  y  —  i  de 
celles  de  l'autre.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  z  la  fonction  de  ûc 


\/-(iF 
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relative  à  un  \ieuf{x,r)  =  o,  la  quadratrice  de  la  courbe  dont  l'or- 
donnée serait  -•  sera  la  rectificatrice  de  celle  dont  l'ordonnée  est  j. 
Or,  suivant  que  le  point  [.r,j]  appartiendra  à  l'enveloppe  réelle  on  à 
l'enveloppe  imaginaire  du  lieu  J{x,  j)  =  o,  z  et  x  seront  tous  deux 
réels,  ou  bien  z  sera  réel  et  x  imaginaire;  par  conséquent,  le  lieu  des 
points[z,j:], correspondant  à  l'enveloppe imoginaire  du  lieu/(x,  ?)=o, 
ne  sera  autre  chose  que  la  conjuguée  à  z  réels  du  lieu  des  points  [z,  jc] 
correspondant  à  l'enveloppe  réelle. 

J'ai,  dans  le  même  tome  IV,  a*  série,  du  Journal  de  Mathéma- 
tiques, décomposé  l'intégrale  fjdjc  prise  entre  des  limites  imaginaires 
[•2^0,  Jo].  [^i,T>]  «"  trois  parties  qui,  eu  désignant  par  \x',  ,  r'  1  et 
L^i  »  Ji  I  It^s  points  de  contact  avec  l'enveloppe  totale  des  deux  conju- 
guées menées  par  les  points  [x,,  j;],  [j:,,j>-,],  sont  représentées  par 


dx 


La  première  et  la  troisième  intégrale  représentent,  à  des  parties  algé- 
briques près,  les  aires  correspondant  aux  arcs  des  deux  conjuguées 
compris  entre  les  limites  de  ces  intégrales,  et  lorsque  ces  conjuguées 
touchent  la  courbe  réelle,  l'intégrale  intermédiaire  représente  à  plus 
forte  raison  une  aire  connue. 

Mais,  si  les  deux  conjuguées  menées  par  les  limites  ne  touchaient  pas 
la  courbe  réelle,  l'intégrale  intermédiaire  se  rapportait  à  l'enveloppe 
imaginaire,  et  je  ne  savais  ni  l'évaluer  ni  l'interpréter,  en  sorte  qu'il  v 
avait  là  une  laciuie  fâcheuse.  Cette  lacune  est  aujourd'hui  comblée,  et 
l'on  pourrait  maintenant  évaluer  avec  une  approximation  indéfinie, 
par  les  formules  de  quadrature  approchée,  toute  intégrale  Jydx 
portant  sur  une  fonction  j  définie  par  une  équation  algébrique 
quelconque  et  prise  entre  des  limites  quelconques. 

La  formule  que  je  vais  établir  s'appliquant  à  un  parcours  quelcon- 
que, il  ne  sera  pas  nécessaire  de  supposer  qu'il  s'agisse  de  l'enveloppe 
imaginaire,  mais  il  est  tout  simple  qu'elle  ne  présentera  d'intérêt  véri- 
table que  par  rapport  à  cette  enveloppe,  courbe  algébrique  bien  défi- 
nie, qu'on  aura  toujours  dû  discuter  avec  soin  et  dont  on  aura  Téqua- 


344  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

lionen  coordonnées  réelles,  équation  toujours  plus  ou  moins  semblable 
à  celle  de  la  courbe  réelle. 

Soient  AB  un  arc  d'une  courbe  quelconque  formée  des  points  cor- 
respondant à  une  suite  continue,  mais  arbitraire,  de  solutions  de  l'équa- 
tion du  lieu,  et  A'B'  l'arc  dont  les  points  correspondraient  aux  valeurs 
de  .r  et  de  j  conjuguées  de  celles  qui  donnent  les  points  de  AB. 


M_, 

\ 

D 

\      /n 

r  ^ 

'•'fx 

\ 

y 

^ 

r^ 

c      a'     V       b      d      b'       X 


L'arc  A'B'  fera  ou  non  partie  du  lieu  selon  que  l'équation  de  ce  lieu 
aura  ses  coefficients  réels  ou  en  aura  d'imaginaires.  Dans  le  second 
cas,  cet  arc  A'B'  appartiendrait  au  lieu  représenté  par  l'équalion  con- 
juguée de  la  proposée;  mais  cette  remarque  n'a  pas  d'importance  dans 
la  question,  car  si  l'on  a  pu  construire  par  points  l'arc  AB,  on  saura 
par  là  même  construire  l'arc  A'B'.  En  effet,  si  x  =  a  -h  p  \/—  i  et 
j-  =  î<'+  jS'  V  —  I  sont  les  coordonnées  d'un  point  M  de  AB,  pour 
obtenir  ce  point  on  aura  dû  former  le  contour  OPQRM  dont  les  côtés 
représenteraient  respectivement  en  grandeur  et  en  signe  a,  a',  p  et  ]S'. 
Or  le  point  M'  conjugué  de  M  s'obtiendra  en  prolongeant  simplement 
MQ  d'une  longueur  égale  à  elle-même. 

Enfin,  soif  CD  le  lieu  des  milieux  des  cordes  réelles  joignant  deux  à 
deux  les  points  correspondants  de  AB  et  de  A'B'. 

L'intégrale /j>^dlr  prise  le  long  de  l'arc  AB  est 

2(a'+  /3'  v^)  (f/a  +  r/,3  v/^^) 


^'iU'du  -  p'^S)  -t-  V-  I  ^(a'^fi  -t-  p'^a). 
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Mais  les  aires  ABba  et  A'B'i'a'  ont  respectivement  pour  mesures 

ou 

et 

2(a'-,3')(^/a-^,S) 
ou 

H  eu  résulte 

2(a'(//3  +  |3'c?a)  =  |(AB*rt  -  A'B'^»'»') 
et 

l{a'(/u  -r-  j-i'^jS)  =  |(ABéfl  -h  k'IVb'a'). 

Cette  dernière  équation  donne 

l{a'd(x  -  /S'r//3)  =  -ila'dv.  -  i^AB/»fl  +  A'B'^'Vt'). 

D'ailleurs  a'  et  «  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  CD, 

lu'dcx.  =  CDdc; 
par  conséquent 

J    /djc  =  2CDcfc~^{ABba-hk'B'b'a')  +  ^ABba-A'lVb'a')s/-  i. 

La  même  formule  appliquée  à  l'arc  A'B'  donnerait 

/     jdx  =  -iCI)dc-^{ABba-\-\'B'b'a')-^{A.Bba-  A'B'b'a')\l-  i. 

t/A' 

Si  les  deux  arcs  AB  et  A'B'  se  rejoignaient  aux  deux  extrémités,  sur 
la  courbe  réelle,  car  deux  points  imaginaires  conjugués  restent  tou- 
jours à  distance  6nie  tant  que  les  parties  imaginaires  de  leurs  coor- 
données ne  s'évanouissent  pas  simultanément,  l'ensemble  de  ces  deux 
arcs  formerait  un  contour  fermé,  et  si  le  point  [xj]  parcourait  ce 
contour,  la  somme  des  éléments  de  l'intégrale  Jjdx  s'obtiendrait  par 

Tome  XV1I(  i^  série).  —  Octobre  1872.  44 
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la  soustraction  des  formules  précédentes,  parce  que  l'un  des  arcs  serait 
parcouru  en  sens  contraire  de  celui  qui  a  été  supposé  dans  les  formules 
précédentes. 

L'intégrale  se  réduirait  donc  à 

(ABèa  -  A'B'^'a')  V-~ï, 

c'est-à-dire  à  l'aire  enveloppée  par  le  contour. 

Il  en  résulte  que  l'aire  enveloppée  par  un  contour  composé  de 
points  imaginaires  conjugués  est  constante  et  égale  à  celle  d'un  anneau 
de  conjuguée  compris  entre  les  mêmes  branches  de  la  courbe  réelle. 

Cette  proposition  ne  présente  aucun  intérêt  géométrique  compa- 
rable à  celui  qui  s'y  attache  lorsqu'il  s'agit  des  conjuguées,  courbes 
algébriques  bien  définies  et  liées  déjà  par  tant  de  rapports  à  la  courbe 
réelle,  mais  elle  a  luie  certaine  importance  au  point  de  vue  ana- 
lytique. 

La  formule  qui  précède  n'a  d'importance  que  parce  qu'elle  fournit 
le  moyen  d'exprimer  simplement  la  valeur  de  l'intégrale  fjdx  prise 
le  long  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées.  Un  exemple  très- 
simple  suffira  pour  indiquer  l'usage  qu'on  en  pourra  faire. 

Supposons  qu'il  s'agisse  du  lieu 

x^ ^ y- =  {r  +  r'  ^J-~lY . 

L'enveloppe  est,  comme  je  l'ai  montré  dans  le  tome  VI,  2*  série,  du 
Journal  de  Mathématiques,  le  cercle 

X-  +  J-  =(r+  r'f  : 

c'est  la  courbe  AB. 

L'enveloppe  conjuguée  est 

X-  +  y^  =  [r  —  r'Y  : 
c'est  A'B'. 

Quant  au  lieu  des  points  milieux  des  cordes  qui  joignent  les  points 
conjugués  de  l'une  et  de  l'autre  enveloppe,  c'est  le  cercle 

X-  -h  y-  =  r^. 
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L'intégrale  f}(fjc,  prise  le  long  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conju- 
guées du  lieu 

.r'--f-  )  -  ~  (/•  -h  r'  \/  —  r  )"i 

est  donc,  pour  un  tour  entier, 

27:r--i7t[{r+  r'Y  +  (r  -  /•')']  +  i  "[('•+  r')^  -  (/•-  ''')=]  V^^- 

ou 

nyr  +  r  y  —  '  )  î 

ce  H  quoi  l'on  devait  s'attendre  et  que  j'avais  annoncé  dans  le  tome  IV, 
2*  série,  du  Journal  de  Malliématiques,  comme  une  chose  qui  devait 
être,  parce  que  la  période  de  l'intégrale  fj'dx  relative  au  lieu 

x--hj-  =  {r  +  r's/^^)- 

devait  évidemment  être  7i(/  -i-r'v—  i)'?  mais  je  n'aïuaispas  pu  alors 
en  donner  une  démonstration  directe. 


44. 
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FUNÉRAILLES  DE  M.  DELAUNAY. 


On  lit  dans  le  Bulletin  astronomique  de  V Observatoire  de  Paris, 
sous  la  date  du  8  août  1872  : 

«  Un  grand  malheur  vient  de  frapper  l'Observatoire.  M.  Delaunay, 
notre  cher  et  vénéré  Directeur,  a  trouvé  la  mort  dans  une  excursion 
sur  les  côtes  de  Normandie.  Le  canot  dans  lequel  se  trouvaient 
M  Delaunay,  M.  Miliot,  son  cousin,  et  deux  matelots  a  chaviré  en 
rade  de  Cherbourg,  et  les  quatre  voyageurs  ont  péri.  Seul  le  corps  de 
l'éminent  savant  a  été  retrouvé  à  l'ile  de  Pelée. 

»  Ce  terrible  événement,  qui  prive  l'Astronomie  d'un  de  ses  plus  il- 
lustres représentants,  affectera  péniblement  tous  les  amis  de  la  Science, 
et  pour  ceux  qui,  comme  nous,  ont  pu  apprécier  les  grandes  qualités 
de  cœur  et  le  rare  mérite  de  notre  malheureux  Directeur,  une  telle 
perte  demeurera  irréparable.  » 


DISCOURS   DE   M.   FAYE, 


PRESIDENT    BE   L  ACADEMIE   DES    SCIENCES, 


AU   NOM    DE    L'ACADÉMIK  [*]. 


Honorés  Confrères,  Messieurs, 

Quelle  mort  cruelle  que  celle  do  notre  confrère!  Frappé  dans  toute 
sa  force,  au  beau  milieu  d'une  existence  couronnée  des  plus  brillants 

[*]  Le  corps  de  M.  Delatin.iv  ayant  été  transporté  à  Ranieriipt,  ce  discours  n'a  pas 
c(é  prononcé. 
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succès,  entoiiiv  ûo.  l'estime  générale,  admiré  pour  les  plus  beaux,  les 
plus  énergiques  labeurs  que  puisse  concevoir  et  mener  à  bonne  fin  la 
science  de  notre  époque;  regretté  de  tous,  car  tous  rendaient  hom- 
mage depuis  longtemps  à  ses  fortes  qualités  :  tel  est  l'homme  qui  vient 
de  nous  être  enlevé  subitement,  à  la  fleur  de  son  génie,  par  une  mort 
obscure  et  sans  but,  après  avoir  vaillamment  supporté  le  siège  de 
Paris  et  les  terreurs  de  la  guerre  civile.  Il  y  aurait,  dans  cette  brusque 
exécution  des  décrets  mystérieux  d'une  apparente  fatalité,  de  quoi 
confondre  nos  esprits,  si  nous  ne  savions  qu'il  faut  être  prêt  à  toute 
heure.  Noublions  pas.  Messieurs,  que  nous  sommes,  grands  et  petits, 
dans  une  main  su|)réme  qui  nous  départit  la  vie  et  l'intelligence  en  vue 
du  bien  et  du  progrès,  et  qui  soudainement  peut  clore  à  son  gré  la 
page  où  nous  inscrivons  les  actes  de  notre  vie;  hetn-eux  si,  comme 
Delaunay,  nous  avons  bien  usé  du  temps  qui  nous  est  laissé,  si,  comme 
lui,  nous  avons  augmenté  la  science  et  fait  avancer  l'esprit  humain 
vers  la  vérité  divine! 

Car  jamais  existence  n'a  été  mieux  employée  que  celle  de  notre 
confrère.  Sa  vie,  hélas!  trop  courte,  a  été  consacrée  aux  plus  rudes  tra- 
vaux dont  l'honneur  puisse  rejaillir  sur  notre  pays.  Des  gens  qui  ne 
songent  qu'aux  infortunes  d'un  jour  parlent  de  la  puissance  scienti- 
fique qui  aurait  déserté  cette  terre  pour  aller  féconder  des  races  nou- 
velles :  qu'ils  nous  montrent  donc  ailleurs  un  esprit  plus  solide,  qui 
se  soit  attaqué  à  de  plus  grands  problèmes  et  les  ait  aussi  vigoureuse- 
ment traités  et  résolus!  La  Ihéorie  de  la  Lune,  de  Delaïuiay,  est 
l'œuvre  d'une  virilité  scientifique  élevée  à  la  plus  haute  puissance  de 
ce  siècle.  L'Académie,  héritière  de  cette  œuvre,  que  Delaunay  a  en- 
treprise pour  elle  et  publiée  sous  son  patronage,  de  ce  travail  énorme 
que  les  plus  compétents  jugeaient  impossible  avant  lui  et  où  nous  ad- 
mirons à  la  fois  la  simplicité  dans  la  méthode  et  la  puissance  dans  l'ap- 
plication, l'Académie,  dis-je,  ne  la  laissera  pas  inachevée. 

Je  voulais  d'abord  vous  retracer  les  appréciations  qin  ont  accueilli 
à  l'étranger  cette  œuvre  colossale  ;  mais  à  quoi  bon  chercher  à  trom- 
per votre  douleurPDevant  ce  coup  inattendu,  devant  ce  désastre  public, 
je  ne  me  sens  pas  la  force  de  le  faire.  Les  savants  interprètes  du  Bureau 
des  Longitudes,  de  l'Observatoire  et  du  Corps  des  mines  vous  parleront 
mieux  que  moi  de  cette  vie  si  bien  remplie.  D'ailleurs,  cher  confrère, 
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l'Institut  ne  se  tient  pas  quitte  pour  si  peu  envers  vous  :  dans  une 
séance  solennelle,  consacrée  à  votre  mémoire,  l'Académie  des  Sciences 
vous  rendra  un  complet  et  solennel  hommage.  La  France  sait  déjà, 
mais  elle  connaîtra  mieux  alors  l'œuvre  grandiose  que  vous  avez  élevée 
en  l'honneur  de  la  science  et  de  votre  pays.  En  ce  moment,  tout  en- 
tier à  mon  profond  regret,  je  ne  puis  que  partager  la  douleur  de  vos 
camarades  et  de  vos  élèves;  je  m'arrête  devant  ces  larmes  que  je  vois 
aux  yeux  de  vos  maîtres  et  de  vos  anciens.  Adieu  donc,  cher  confrère! 
nous  garderons  tous  le  souvenir  de  votre  grand  esprit,  si  noblement 
uni  à  tant  de  loyauté  et  d'amour  du  bien.  Adieu,  et  puissions-nous 
marcher  jusqu'au  bout  sur  vos  traces! 
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RECHERCHES  SUR  LES  SUBSTITUTIONS: 
Par  m.  Camille  JORDAN, 

Ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 


On   sait  qu'il  existe  un  groupe  de  6  lettres  trois  fois  transitif  et 

d'ordre  6.  5.  /j. 

M.  Emile  Mathieu,  généralisant  ce  résultat,  a  montré  que,  si  m  est 

un  nombre  quelconque,  premier  ou  puissance  d'un  nombre  premier, 

il  existera  au  moins  un  groupe  trois  fois  transitif  de  degré  m -\-  \  et 

d'ordre  {m  -^  i)  ni[m  —  i).  Il   a  signalé   également  l'existence  d'un 

groupe  de  12  lettres,  5  fois  transitif  et  d'ordre  12.11.10.9.8.  è^'^ 

Ces  résultats  donnent  quelque  intérêt  à  la  question  suivante  :  (^^^       ^  ')^ 

Déterminer  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  deux  entiers  m  ^  11^^     *  ^V'*^'*^ 

et  A  pour  qu'il  existe  des  groupes  k  -h  2  /ois  transitifs,  de  degré'  m  +  k       <3  ^       JJi    ^'"'^ 

et  d'ordre  [m  +  k)  [m  -\-  k  —  1).  ..m{in  —  i).  y^  •*.*'*^*'fkX^^'^ 

Nous  établirons  dans  ce  Mémoire  les  deux  propositions  que  voici  :  ^^^^^^lif^^  "    ,  \ 

\°  Le  nombre  m  doit  être  premier  ou  puissance  d'un  nombre  pre-  ^%^   %^'!^  jt     •i^î^^^ 


mier; 


^^"      fH^« 


Le  nombre  k  ne  peut  surpasser  V unité.  Çv^^' 

Les  seuls  groupes  qui  fassent  exception  à  cette  dernière  règle  sont 
les  groupes  symétriques  ou  alternés  et  les  groupes  de  1 1  et  1 2  lettres  de 
M.  Mathieu.  Ce  dernier  groupe  n'est  donc  pas,  comme  le  groupe  trois 
fois  transitif  de  6  lettres,  le  premier  anneau  d'une  série.  Il  reste  unique 
de  son  espèce. 

Nous  déduirons  encore  de  cette  recherche  le  théorème  suivant  : 
Soit  p  un  nombre  premier  >  3.  Il  existera  trois  groupes  primitifs  de 
la  classe  p  [']  si  p  -+-  i  est  une  puissance  de  2,  un  seul  dans  le  cas 
contraire. 

[*]  Nous  disons  qu'un  groupe  est  de  la  classe  p  lorsque  celle  de  ses  substiuitions 
qui  déplace  le  moins  de  lettres  en  déplace  p. 
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§  I.   —    Théorèmes  'généraux. 

l.  Théorème  I.  —  Un  groupe  transitif  G  entre  m  lettres  a,  b,  c,. . . 
contient  nécessairement  des  substitutions  qui  déplacent  toutes  les 
lettres. 

Soient  respectivement  H^,  H^,  H^, . . .  les  groupes  formés  par  celles 
des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent  pas  les  lettres  rt,  i,  c, . . . .  Ces 
groupes  seront  transformés  les  uns  dans  les  autres  par  les  substitutions 
de  G.  Soit,  en  effet,  S  une  de  ces  substitutions,  qui  fasse  succéder,  par 
exemple,  b  k  c.he  groupe  transformé  de  H^  par  S  sera  contenu  dans  G, 
et  comme  ses  substitutions  ne  déplacent  pas  b,  il  sera  contenu  dans  H^. 
Donc  Hj  contiendra  au  moins  autant  de  substitutions  que  H^.  Mais,  ré- 
ciproquement, le  groupe  transformé  de  H^  par  S~'  sera  contenu 
dans  Hj..  Donc  H^.  ne  peut  contenir  moins  de  substitutions  que  Hj. 
Donc  Hc  et  H^  contiennent  le  même  nombre  de  substitutions,  et  H^ 
sera  le  transformé  de  H^  par  S. 

D'ailleurs  G,  étant  transitif,  contient  une  substitution  au  moins  qui 
remplace  a  par  l'une  quelconque  b  des  aulres  lettres  b,  c,....  Celte 
substitution  transformera,  comme  on  vient  de  le  voir,  H^  en  H,;,.  Donc 
tous  les  groupes  H^,  H^,  Hc»---  seront  les  transformés  de  l'un  quel- 
conque d'entre  eux,  H^,  par  les  diverses  substitutions  de  G. 

Cela  posé,  désignons  par  N^^  'c  nombre  de  celles  des  substitutions 
de  Ha  qui  déplacent  précisément  x  lettres.  On  aura,  en  désignant  par  N 
le  nombre  total  des  substitutions  de  ce  groupe,  (jJi^  ) 

N  =  N„,^,  +  N„_„  +  ...  -H  N.,  +  ...  -h  No. 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  l'on  aura  No  =  i,  car  H„  contient 
une  seule  substitution  qui  ne  déplace  aucune  lettre  (à  savoir  l'unité) 
et  N,  =  o,  aucune  substitution  ne  pouvant  déplacer  qu'une  seule 
lettre. 

Chacun  desm  groupes  H^,  H^,  H,.,.  ..  transformés  de  H^  contiendra 
évidemment  N  substitutions,  parmi  lesquelles  N.^.  ne  déplaçant  que 
X  lettres.  Ces  groupes  coutiendraient  donc  ensemble  /«N.t  substitu- 
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lions  déplaçant  x  lettres;  mais  ces  siibstitntions  ne  sont  pas  toutes 
distinctes. 

Soif,  en  effet,  Tl'iuic  d'elles;  elle  laissera  immobiles  m  —  x  lettres, 
telles  que  a,  h,...;  donc  elle  appartiendra  aux  m  —  x  groupes  H„, 
Hj, Donc  le  nombre  des  substitutions  distinctes  contenues  dans  les 

groupes   Ha,  Hj,  H,.,...    et  déplaçante:  lettres  sera  — _--Na:,  et  le 

nombre  total  des  substitutions  distinctes  contenues  dans  ces  groupes 
sera 

-r  mT  "'     TlT  "'  TVT  *"     IVT 

X  :~.  mN,„_.  +  -  N„_,  -  .     -  -_::-  N,.  ^  . .  ■  -^    -  N„. 

Cela  posé,  le  groupe  G  contient  ?hN  substitutions  (Fb/r  notre  Traité 
(les  substitutions,  n°  44).  Celles  de  ces  substitutions  qui  déplacent 
moins  de  m  lettres  appartiendront  évidemment  à  l'un  des  groupes  H^, 
Hj,  fici  •  • .  et  seront  en  nombre  X.  11  restera  donc 


Y  =  wN  -  X  =  m    -  N, 


substitutions  déplaçant  toutes  les  lettres. 

Le  nombre  N»  étant  égal  à  l'unité,  Y  ne  pourra  s'annuler,  et  l'on 
obtiendra  sa  valeur  minimum  m  —  i  en  supposant 

N„,_2  =  N,„.:,  =  ...  =  N,  =  o. 

2.  Théorème  IL  —  //  ne  peut  exister  de  groupe  G  deux  fois  tran- 
sitif de  degré  m  et  d'ordre  m  {m  —  i)  que  si  m  est  une  puissance  d'un 
nombre  premier,  telle  que  p". 

Le  groupe  cherché  G  sera  contenu  dans  le  groupe  linéaire. 

Admettons  que  le  groupe  G  existe,  et  suivons  les  conséquences  de 
cette  hypothèse.  Le  groupe  H«,  formé  parcelles  des  substitutions  de  G 
qui  laissent  immobile  une  lettre  donnée  a,  sera  simplement  transitif 
par  rapport  aux  m  —  t  lettres  restantes,  et  aura  pour  ordre  m  —  i. 
Mais  son  ordre  est  égal  à  (m  —  i)û,  O  étant  l'ordre  du  grou|)e  I  formé 
par  celles  de  ses  substitutions  qui  laissent  immobile  une  seconde 
lettre  b;  donc  Q.  se  réduit  à  i,  et  I  ne  contiendra  d'autre  substitution 
que  l'unité. 

Tome  WII  (  2"  série).  —  Octobre  iS7'.i.  't'' 
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Donc  toutes  les  substitutions  de  lia,  sauf  l'unité,  déplaceront  m  —  i 
lettres;  donc  les  quantités  N,„_2,  . . .  ,  N,,  définies  comme  au  numéro 
précédent,  seront  nulles,  et  le  nombre  Y  des  substitutions  de  G  qui  dé- 
placent m  lettres  sera  égal  à  m  —  i . 

3.  Parmi  ces  m  —  i  substitutions  S,  S',...,  //  en  existe  une  seule 
qui  remplace  une  lettre  donnée  a  par  une  autre  lettre  donnée  b. 

En  premier  lieu,  il  en  existe  une.  Soient,  en  effet,  a  une  lettre  quel- 
conque, /3  celle  que  S  lui  fait  succéder.  Le  groupe  G,  étant  deux  fois 
transitif,  contiendra  une  substitution  T  qui  remplace  a  et  p  par  a  et  b; 
il  contiendra  la  transformée  T^'ST,  laquelle  remplace  a  par  b;  d'ail- 
leurs elle  déplace  évidemment  toutes  les  lettres,  et  par  suite  fera  partie 
du  système  S,  S', 

En  second  lieu,  il  n'en  existe  qu'une.  Supposons  en  effet  qu'on  eût 
deux  substitutions  distinctes  S,  S'  remplaçant  a  par  b.  Soit  p  l'une 
quelconque  des  m  —  i  lettres  b,  c, . . . .  Le  groupe  G  contiendra  une 
substitution  U  remplaçant  a,  b  par  a,  |3.  Les  transformées  de  S  et  de 
S'  par  U  seront  deux  substitutions  distinctes,  appartenant  à  la  suite  S, 
S', . . .  et  remplaçant  a  par  |3.  Prenant  successivement  pour  j3  chacune 
des  ?n  —  I  lettres  b,c,...,  on  obtiendrait'  ainsi  2(/n  —  i)  substitutions 
distinctes  contenues  dans  la  suite  S,  S', ... ,  résultat  absurde,  cette  suite 
ne  contenant  que  m  —  i  substitutions. 

4.  CItacun  des  cycles  de  chacune  des  substitutions  S,  S', . . .  contient 
le  même  nombre  p  de  lettres.  Supposons  en  effet  que  S  contînt  un 
cycle  (aj3...)  de  p  lettres,  et  que  S',  par  exemple,  en  contînt  un  de 
q  lettres  (yS. ..).  Le  groupe  G  contient  une  substitution  T  qui  rem- 
place a,  f3  par  rt,  b,  et  une  substitution  ^  qui  remplace  y,  à  par  a,  b. 

Qi  Les  deux  substitutions  T"' si',  V"~'S'J^appartiendront  à  la  suite  S,  S',... 

et  remplaceront  a  par  b.  Elles  devront  donc  se  confondre,  résultat 
absurde,  car  a  et  b  font  partie  d'un  cycle  de  p  lettres  dans  T~'ST,  et 
d'un  cycle  de  q  lettres  dans  V~'S'V. 

5.  Le  nombre  p  est  premier.  En  effet,  soit  y?  ==  X;j..  Chaque  cycle  de  S 
contenant  p  lettres,  la  substitution  S^^  déplacera  encore  toutes  les 
lettres  et  en  contiendra  ).  dans  chacun  de  ses  cycles.  Donc  S''  ferait 
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partie  de  la  suite  S,  S',...,  résultat  al)surde,  ses  cycles  contenant 
moins  de  p  lettres. 

6.  Les  substitutions  S,  S', . . .  jointes  à  la  substitution  i  forment  un 
groupe  F.  Soient,  en  effet,  S  et  S'  deux  d'entre  elles.  Leur  produit  SS' 

appartiendra  à  la  suite  i ,  S,  S', En  effet,  SS'  appartient  à  G  ;  si  elle 

déplace  toutes  les  lettres,  elle  fera  donc  partie  de  la  suite  S,  S'.... 
Supposons,  au  contraire,  qu'elle  laisse  immobile  une  lettre  a\  les  deux 
substitutions  S  et  S'~'  remplaceront  «  par  une  même  lettre.  D'ailleurs 
chacune  d'elles  déplace  toutes  les  lettres  :  donc  elles  seront  identi- 
ques (3),  et  le  produit  SS'  se  réduira  à  l'unité. 

7.  Les  substitutions  de  G  sont  permutables  à  F.  Car,  d'une  part, 
elles  transforment  S,  S', . . .  en  substitutions  contenues  dans  G  et  qui 
déplacent  toutes  les  lettres,  et  qui,  par  suite,  se  confondent  à  l'ordre 
prés  avec  S,  S', ...  ;  et,  d'autre  part,  elles  transforment  la  substitution  i 
en  elle-uiënie, 

8.  Le  nombre  m  est  une  puissance  de  p.  En  effet,  l'ordre  du  groupe  F 
est  égal  à  m;  mais,  en  vertu  d'un  théorème  de  Cauchy  [Traité  des 
substitutions,  n°  10),  si  cet  ordre  était  divisible  par  un  nombre  pre- 
mier (/  autre  que  p,  F  contiendrait  une  substitution  d'ordre  q,  ce  qui 
n'est  pas.  Donc  m  se  réduit  à  une  puissance  (\e  p,  telle  que  p". 

9.  L'une  au  moins  des  substitutiojisS,  S',.. .  est  échangeable  à  toutes 
les  substitutions  de  F.  En  effet,  l'une  quelconque  des  substitutions 
de  F  transformera  S,  S', . . .  en  substitutions  qui  appartiennent  à  F  et 
déplacent  toutes  les  lettres,  et  qui,  par  suite,  se  confondront  à  l'ordre 
près  avec  celles  de  la  suite  S,  S', 

Cela  posé,  transformons  successivement  S,  S', . . .  par  les  diverses 
substitutions  de  F.  Les  déplacements  opérés  sur  les  p"—  i  termes  de 
cette  suite  par  ces  diverses  transformations  formeront  un  groupe  F 
isomorphe  à  F;  l'ordre  de  ce  groupe  sera  donc  un  diviseur  de  l'ordre 
de  F  [Traité  des  substitutions^  n°  67);  ce  sera  donc  une  puissance 
de  p. 

Groupons  maintenant   les  p'- —  i   termes  de  la  suite  S,  S',...    en 

45.. 
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classes,  en  réunissant  ensemble  celles  que  les  substitutions  de  T  per- 
mutent les  unes  dans  les  autres,  et  soient  r, /',...  les  nombres  de 
termes  contenus  dans  chaque  classe.  Chacun  des  nombres  r,  ;■',... 
sera  un  diviseur  de  m  [Traité  des  substitutions ^  n°  44),  c'est-à-due 
une  puissance  de  p.  On  a  d'ailleurs 


Donc  r,  r', ...  ne  peuvent  être  tous  divisibles  par  />;  donc  quelques-uns 
de  ces  nombres  devront  se  réduire  à  l'unité.  Donc  quelques-uns  des 
termes  de  la  suite  S,  S', . . .  ne  seront  déplacés  par  aucune  des  sub- 
stitutions deT,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  ne  seront  pas  altérés  lors- 
qu'on les  transforme  par  les  substitutions  de  F. 

10.  Toutes  les  substitutions  de  F  sont  échangeables  entre  elles. 
Nous  venons,  en  effet,  de  montrer  que  F  contient  des  substitutions  dif- 
férentes de  l'unité  et  échangeables  à  toutes  les  autres.  Ces  substitu- 
tions formeront  évidemment  lai  groupe  E. 

Cela  posé,  chacune  des  substitutions  de  G,  étant  permutable  à  F, 
transformera  E  en  un  groupe  de  substitutions  contenues  dans  F  et 
échangeables  aux  substitutions  de  F;  ce  groupe  transformé  ne  sera 
donc  autre  que  E.  Or  le  groupe  G  est  deux  fois  transitif,  et  a  jortiori 
primitif.  Donc  le  groupe  E,  permutable  à  ses  substitutions,  sera  tran- 
sitif [Traité  des  substitutions,  n"  S5);  donc  son  ordre  sera  un  mul- 
tiple du  nombre  /j"  des  lettres  qu'il  déplace.  Donc  E  contient  les  p" 

substitulions  de  F,  et  se  confond  avec  lui.  .  . 

,'.  ) 

11.  On  pourra  caractériser  les  lettres  par  n  indices  x^y,  z, ..., 
variables  de  zéro  à  p  —  i^  et  choisis  de  telle  sorte  que  les  substitutions 

de  F  prennent  la  forme  ^  ■  -> 

ui  v.utf  I  •^■'  ^■'  z.   ■  -,  J:-  +  «,  J  +  p,  z  -H  7, •  ■  •   I  V" 

?    '-'  *  [Traité  des  substitutions,  n"^  iOS).  Qu^nl  au  groupe  G,  on  VohViendn\ 

évidemment  en  joignant  aux  substitutions  ci-dessus  celles  des  substi- 

X*  tutions  de  G  qui  laissent  immobile  l'une  des  racines,  par  exemple  celle 

dont  les  indices  sont  tous  nuls.  Ces  dernières  substitutions  formeront 


\ 
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im   groupe  H,  transitif  par  rapport  aux  m  —  i   lettres  restantes,  et 

d'ordre  m  —  i.  Elles  sont  d'ailleurs  permutables  à  F  ;  elles  seront  donc  ^ 

de  la  forme  linéaire  p    ' 

I  X,  r, .  . . ,  nx  +  by  +  . . . ,  a'x  4-  b'y  4-  . . . ,   ...  1  .  LijU^ 

Notre  théorème  est  doncçomplétement  démontré.  ^NV^^^^ 

12.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  la  recherche  du  groupe  G 
revient  à  celle  d'un  groupe  H,  simplement  transitif,  d'ordre  et  de 
degré  p"  ~  i ,  et  formé  de  substitutions  linéaires  sans  termes  constants. 
A  chaque  manière  de  déterminer  le  groupe  H  correspondra  un  groupe 
différent  pour  G;  mais  on  ne  devra  considérer  comme  formes  distinctes 
du  groupe  H  que  celles  qui  ne  sont  pas  susceptibles  d'être  ramenées 
l'une  à  l'autre  par  un  changement  d'indices  indépendants. 

Supposons,  en  effet,  que  nous  ayons  trouvé  deux  groupes  H  et  H' 
tels,  que  les  substitutions  de  H,  rapportées  aux  indices  x,  j,  z, ..., 
aient  la  même  forme  que  les  substitutions  de  H',  rapportées  à  de  nou- 
veaux indices  x',  j',  z', ...,  fonctions  linéaires  des  précédents.  Les 
substitutions  de  F,  accroissant  x,  y^  z,...  de  termes  constants,  accroî- 
tront également  j::',j-',  z', .. .  de  termes  constants.  Ce  groupe  conser- 
vera donc  la  même  forme,  qu'il  soit  rapporté  aux  indices  x,  j,  z,..  . 

ou  aux  indices  x' ,  j'\  z', Donc  le  groupe  (H,  F)  =  G,  rapporté 

aux  indices  x,  j,  z,.  . . ,  et  le  groupe  (H',  F)  =  G',  rapporté  aux 
indices  x',  j',  z',...,  auront  la  même  forme.  Ces  deux  groupes  ne 
diffèrent  donc  que  par  la  notation ,  et  ne  sont  pas  essentiellement 
distincts. 

15.  Théorème  III.  —  Pour  qu'il  existe  un  groupe  K  A:  4  2  Jois 
transitif  de  degré  m  -+-  X-  et  d'ordre  [m  -\-  k)  [m  -{-  k  —  \) . .  .[m.  —  i  ) , 
il  faut  :  1°  que  m  soit  une  puissance  de  nombre  premier  ;  2"  que  k  ne 
surpasse  pas  V unité. 

Ce  théorème  souffre  les  exceptions  suivantes  : 
1°  Si  m  <;  5,  k  pourra  être  quelconque,  et  K  sera  symétrique  ou 
alterné; 

■1"  Si  m  =  g,  on  pourra  poser  A=  2  ou  3,  et  l'on  obtiendra  pour 
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R  le  groupe  4  fois  transitif  de  1 1  lettres  et  le  groupe  5  fois  transitif  de 

12  lettres  signalés  par  M.  Emile  Mathieu. 

Démonstration.  —  Supposons  que  le  groupe  K  existe.  Le  groupe 
partiel  G,  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  laissent  immobiles 
k  lettres  choisies  à  volonté,  sera  deux  fois  transitif  par  rapport  aux 
m  lettres  restantes,  et  aura  pour  ordre  m[m  —  t).  Cela  ne  sera  possible 
que  si  m  est  une  puissance  de  nombre  premier  (théorème  II).  Soit 
donc  m  =  /)". 

Cela  posé,  admettons  que  A"  soit  >  i.  Le  groupe  G,  ayant  pour 
ordre  m[m  —  i),  qui  est  un  multiple  de  2,  contiendra  une  substitu- 
tion S  d'ordre  2  (théorème  de  Cauchy).  D'ailleurs  chaque  substitution 
de  G  déplace  m  ou  m  —  i  lettres.  Donc  la  substitution  S  déplacera 
m  —  1  lettres  si  p  est  impair,  m  lettres  si  p  se  réduit  à  a. 

14.  Premier  cas.  —  Supposons  d'abord  que  p  soit  impair  :  S  lais- 
sera immobile  une  lettre  a  parmi  celles  que  déplacent  les  substitutions 
de  G,  et  permutera  les  autres,  b,  c,  d,  e,... ,  deux  à  deux.  Soit  donc 

S=-{bc){de).... 

Soient  maintenant  a,  |3,  y, . . .  les  k  lettres  du  groupe  K  qui  ne  figu- 
rent pas  dans  les  substitutions  de  G;  le  groupe  R,  étant  k -h  2  fois 
transitif,  contiendra  une  substitution  T  qui  remplace  les  k  -+-  i  lettres 
a,  b,  c,^X'  respectivement  par  a,  a,  p,  7,....  Soient  d\  e',...  les  lettres 
par  lesquelles  T  remplace  d,  e,...,  lesquelles  lettres  appartiendront  à 
la  suite  b,  c,  d,  e,...;  le  groupe  R  contiendra  la  substitution 

U  =T-*ST=:  {a^){d'e').... 

Cela  posé,  le  groupe  transformé  de  G  par  U  est  contenu  dans  R; 
d'autre  part,  il  est  clair  qu'il  ne  déplace  aucune  lettre  autre  que 
a,  b,  c,  J,  e,...  (car  U  permute  ces  lettres  exclusivcmenlensemblc)  ;  donc 
il  se  confond  avec  G,  et  la  substitution  U,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
la  substitution 

V==  [d'e']... 

sera  permutable  à  G.  Elle  le  sera  donc  au  groupe  F  formé  par  celles 
des  substitutions  de  G  qui  déplacent  toutes  les  lettres  a,  b,  c,  d,  e,.... 
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Mais  on  peut  caractériser  ces  lettres  par  n  indices,  variables  de  zéro  à 
/>  —  I,  et  choisis  de  telle  sorte  que  les  substitutions  de  F  prennent  la 
forme 

I  x,jr,...,     a:  +  a,     j -f- jS,.  .  .    |  , 

et  que  la  lettre  a  ait  tousses  indices  nuls  (11). 

Cela  posé,  la  substitution  V,  étant  permutable  à  F  et  ne  déplaçant 
pas  a,  sera  de  la  forme  linéaire  sans  termes  constants 

\  ce,  y,. . . ,     ax  -h  hy  -+-    . . ,     a'x  -h  b'j  -i-  . . . ,   ...   |   . 

Le  nombre  des  lettres  de  la  suite  a,  b,  c,...  qu'elle  laisse  immobiles  est 
luie  puissance  de  p.  En  effet,  poin-  que  V  ne  déplace  pas  la  lettre  x,j,..., 
il  faudra  que  l'on  ait 

X  =  ax  +  A r  -t-  . .  . ,     j  ■=  a'  X  +  h'j  -h  . . . ,   . . . , 

et  si,  parmi  ces  équations,  il  en  est  n  —  p.  distinctes,  elles  détermi- 
neront n  —  p.  indices  en  fonction  des  autres,  qui  resteront  arbitraires, 
et  seront  chacun  susceptibles  de  p  valeurs.  On  aura  donc  p^  lettres  non 
déplacées. 

Mais  S,  et  par  suite,  sa  transformée  U  déplacent  m  —  i  lettres;  donc 
V  en  déplace  m  —  3  et  laisse  3  lettres  immobiles,  résultat  incompatible 
avec  le  précédent,  à  moins  que  l'on  n'ait  yo  =  3. 

15.  Discutons  ce  dernier  cas.  Supposons  les  indices  indépendants 
choisis  de  manière  à  ramener  S  à  sa  forme  canonique.  Cette  substitu- 
tion, étant  d'ordre  a,  multipliera  chaque  indice  par  ±i;  mais  il  est 
clair  qu'une  substitution  de  cette  forme  laisse  immobiles  3^  lettres, 
ju.  étant  le  nombre  des  indices  qu'elle  n'altère  pas.  Donc  S,  ne  laissant 
qu'une  lettre  immobile,  sera  de  la  forme 

S  —  \  X,  j,  z,. .  .      —  X,     —j,     —  z, ...   I  mod.  3, 

et  cette  forme  ne  sera  altérée  par  aucun  changement  d'indices  indé- 
pendants, car  il  est  clair  que  S  multipliera  par  —  i  une  fonction 
linéaire  quelconque  des  indices  x,  y,  z. 

Profitons  de  cette  indétermination  dans  le  choix  des  indices  pour 
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ramené.' V  à  sa  forme  canonique.  Cette  substitution,  étant  d'ordre  2, 
multipliera  chaque  indice  par  zh  \.  D'ailleurs  elle  ne  laisse  que  3  let- 
tres immobiles;  donc  elle  altérera  tous  ces  indices,  à  l'exception  d'un 
seul.  On  aura  donc 

V  =   j  j?,  /,  s, .      ,     .r,    —  r,   —£,...   I   mod.  3, 

d'où 

VS  =1    I  oc,  y,  z,  ..    ,        -X,     Y,     ^,    ••   I   mod.  3. 

Cette  dernière  substitution  laissera  3""'  lettres  immobiles  et  en  dé- 
placera wi  — 3"~'.  La  substitution  US,  déplaçant  en  outre  les  deux 
lettres  a,  |3,  en  déplacera  en  tout  m  —  3"~'  -4-  2.  Mais  elle  appartient 
à  R,  dont  toutes  les  substitutions  déplacent  au  moins  m  —  1  lettres. 
On  aura  donc  n  =  i  ou  a,  d'où  m=  3  ou  9. 

S;uif  ces  deux  cas  exce|)tiounels,  le  groupe  R  ne  peut  donc  exister. 

16.   Deuxième  cas.    —  Soit  maintenant  p  —  1  :   S  déplacera   les 
m  lettres  a,  6,  c,  d,.  . . .  Soit 

S  =  {ab)(cd)... 

et  soient,  comme  précédemment,  a,  /3,  7, .  • .  les  lettres  de  R  qui  ne 
figurent  pas  dans  les  substitutions  de  G.  Le  groupe  R,  étant  A  +  a  fois 
transitif,  contiendra  une  substitution  T  qui  remplace  a,  b,  a,  /3,  y,... 

par  a,  jS,  «,  b,  y, Soient  c',  d', ...  les  lettres  que  T  fait  succéder 

à  c,d,...,  lesquelles  lettres  se  confondront  à  l'ordre  près  avec  c,  d,.... 
Le  groupe  R  contiendra  la  substitution 

U  =  T-'ST  =--{x(i){c'd')..., 

laquelle  sera  permutable  à  G.  La  substitution  partielle 

V  =  {c'd'). .  . 

le  sera  également,  et  l'on  pourra,  comme  tout  à  l'Iienre,  la  mettre 
sous  la  forme  linéaire 

I  .r,  7",. . . ,     na-  +  bf  -\-  . . . ,     n'.x  -+-  by  +  . . . ,   ...    |  mod.  2. 
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D'ailleurs  cette  substitution  déplace  m  —  a  lettres  et  son  ordre  est 
égal  à  2. 

Remplaçons  les  indices  x,  j",...  par  d'autres  indices  indépendants, 
X,  Y,  X',  V,...,  Z,...,  choisis  de  telle  sorte  que  V  soit  ramené  à  sa 
forme  canonique.  Pour  que  l'ordre  de  V  se  réduise  à  2,  il  faut  que 
cette  forme  canonique  soit  la  suivante  (  Traité  des  substitutions, 
n°  159)  : 

X,    Y,      X,    Y  +  X 
X',  Y',     X',  Y'  +  X' 


Soit  p  le  nombre  des  indices  X,  X',...,  lequel  est  au  plus  la  moitié  du 
nombre  total  «;  les  2"'?  lettres  pour  lesquelles  X  =  X'  —  ...  =  o  ne 
seront  pas  déplacées  par  V.  Donc  V  ne  déplace  que  m  —  2"-?  lettres; 
mais  en  doit  déplacer  m— 2;  donc  7i  —  p  =  \  et  «  =  2(«  — p)<2, 
d'où  m^  2*. 

Donc,  ici  encore,  le  groupe  R  ne  peut  exister,  sauf  les  cas  d'excep- 
tion signalés  dans  l'énoncé  du  théorème. 

17.  L'examen  de  ces  cas  d'exception  n'offre  aucune  difficulté.  Si 
m  <  5,  K.  sera  symétrique  ou  alterné,  et  son  degré  pourra  être  quel- 
conque. Si  m  =  9,  on  opérera  comme  il  suit  : 

En  premier  lieu,  on  cherchera  à  construire  le  groupe  G,  déplaçant 
9  lettres,  |)ar  rapport  auxquelles  il  est  deux  fois  transitif,  te  groupe 
s'obtiendra  (théorème  II)  en  joignant  au  groupe  E,  formé  des  substi- 
tutions 

I  .r,  j,     X  +  a,     J  +  /3  I  mod.  3, 

un  groupe  H,  dont  les  substitutions  soient  de  la  forme 

I  X,  j,     nx  +  by\i     a! x  4-  b' y  \  mod.  3, 

et  qui  soit  d'ordre  8  et  simplement  transitif  par  rapport  aux  8  lettres 
qu'il  déplace. 

Toms  XVII  (a"  série).  —  Novembre  1S72.  4" 
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Nous  avons  vu  (la)  que  la  seule  substitution  d'ordre  2  que  H  puisse 
contenir  est  la  suivante  : 

S=    \  X,jr,      --  X,  -j  \. 

Donc  H  contiendra  au  moins  luie  substitution  d'ordre  4  on  8. 

1°  Si  H  contient  une  substitution  T  d'ordre  8,  il  sera  exclusivement 
formé  de  ses  puissances;  d'ailleurs  cette  substitution  aura  pour  forme 
canonique 

I  2, -,,     /c, /'r,   |, 

/  étant  une  racine  primitive  de  la  congrnence 
P^^i  mod.3, 

et  z,  s,  deux  indices  imaginaires  conjugués  de  la  forme  X  -t-  /Y, 
X  +  i''Y,  X  et  Y  étant  des  fonctions  linéaires  des  indices  j:  et  j";  et 
l'on  peut  admettre,  sans  restreindre  la  généralité  de  la  solution,  que  X 
et  Y  se  réduisent  respectivement  à  x  et  ^  (12). 

2°  Si  H  ne  contient  aucune  substitution  d'ordre  8,  il  contiendra 
une  substitution  T  d'ordre  4»  que  l'on  pourra  mettre  sous  la  forme 
canonique 

D'ailleurs  il  ne  contient  d'autre  substitution  d'ordre  2  que  la  substi- 
tution S  =  T-.  Donc  il  devra  contenir  une  autre  substitution  U 
d'ordre  4  et  différente  des  puissances  de  T.  Il  contiendra  alors  les 
8  substitutions  des  formes  T?  et  T?U,  lesquelles  sont  évidemment  dis- 
tinctes. Il  contient  d'ailleurs  U~'TU.  Cette  substitution  ne  peut  être 
de  la  forme  TPU,  car  de  l'égalité  U-'TU  =  TPU  on  déduirait  U  =  T'-p, 
ce  qui  est  inadmissible.  Donc  U~'TU  sera  une  puissance  de  T. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  les  substitutions  d'ordre  4  qui  transfor- 
ment T  en  ses  puissances  dérivent  toutes  de  la  combinaison  de  la  sub- 
stitution 

V=   I  r,-,,     iz„Pz  I 

avec  les  puissances  de  T.  Donc  H  sera  dérivé  des  deux  substitutions  T 
etV. 
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On  a  donc,  en  résumé,  deux  manières  distincles  de  déterminer  le 
groupe  H.  Soient  H,,  H,  ces  deux  groupes,  G,  —  (E,  H,),  Gj  =  (E,  H2) 
les  deux  formes  correspondantes  du  groupe  G. 

Cela  fait,  on  essayera  de  s'élever  progressivement  de  chacun  des 
groupes  G,,  G2  à  des  groupes  3  fois,  4  fois, . . .  transitifs  par  l'adjonc- 
tion de  substitutions  contennnt  i,  2,...  lettres  nouvelles,  ainsi  que 
nous  l'avons  indiqué  ailleurs  [Traité  des  substitutions,  n"  4a).  Opé- 
rant ainsi,  on  verra  sans  difficulté  : 

1°  Que  le  groupe  G,  donne  naissance  à  un  groupe  3  fois  transitif, 
après  lequel  on  est  obligé  de  s'arrêter; 

2"  Que  le  groupe  G^  donne  naissance  successivement  à  lui  groupe 
3  fois  transitif,  à  un  groupe  4  fois  transitif,  et  enfin  à  un  groupe  5  fois 
transitif. 

Ces  deux  derniers  groupes  sont  les  groupes  4  et  5  fois  transitifs  de 
1 1  et  12  lettres,  découverts  par  IM.  IMathieu.  Notre  analyse  montre  que 
ces  groupes  sont  tout  à  fiit  exceptionnels,  du  moins  au  point  de  vue 
où  nous  nous  sommes  placés;  car  il  poiu-rait  se  faire  qu'à  d'autres 
égards  ils  pussent  se  rattacher  à  certaines  familles  de  groupes  encore 
inconnues. 


§  II.  —  Recherche  des  groupes  primitifs  appartenant  à  la  classe  q, 
q  étant  un  nombre  premier  >■  3. 

18.  Tout  groupe  primitif  K  de  la  classe  q  contiendra  par  définition 
une  substitution  S  qui  ne  déplace  que  q  lettres.  Si  ces  q  lettres  for- 
maient plusieurs  cycles,  ils  ne  pourraient  pas  contenir  tous  le  même 
nombre  de  lettres  [q  étant  premier)  :  donc  en  élevant  S  à  une  puissance 
convenable,  on  obtiendrait  une  nouvelle  substitution  contenue  dans  H 
et  laissant  immobiles  les  lettres  de  l'un  de  ces  cycles;  cette  nouvelle 
substitution  déplaçant  moins  de  q  lettres,  G  ne  serait  pns  de  la  classe  q, 
comme  on  le  suppose. 

Donc  S  est  une  substitution  circulaire  entre  q  lettres,  et  si  R  a  pour 
degré  71,  il  sera  n  —  p -i- i  fois  transitif  (Traité  des  substitutions, 
noteC).  Les  groupes  G„_g,  G„_y^_,,. .  .,  G,  de  degrés  m  —  i,  «  —  2, . .., 
q,  respectivement  formés  par  celles  des  substitutions  de  R  qui  lais- 

46.. 
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sent  immobiles  1,2,...,  ti  —  q  lettres,  seront  respectivement  n  ~  q, 
n  —  q  —  i,..  . ,  I  fois  transitifs  par  rapport  aux  lettres  qu'ils  déplacent. 
Ils  seront  évidemment  primitifs;  car  G„_,,...,  Go  sont  plusieurs  fois 
transitifs;  quant  à  G,,  son  degré  étant  premier,  ses  lettres  ne  peuvent 
se  partager  en  systèmes  (qui  devraient  être  ég.ilement  nombreux).  En 
outre,  il  est  clair  que  chacun  des  groupes  G,,  Gj, . . . ,  G„_y  appartien- 
dra à  la  classe  q. 

Pour  arriver  à  construire  tous  ces  groupes  primitifs  cherchés,  tels 
que  K,  on  pourra  donc  opérer  progressivement,  en  cherchant  à 
construire  les  groupes  G,,  puis  les  groupes  deux  fois  transitifs,  tels 
que  Go,  etc. 

19.  Le  groupe  G,  peut  se  construire  dans  tous  les  cas  et  d'une  seule 
manière.  En  effet,  il  doit  contenir  S  et  ses  puissances;  mais  il  ne  con- 
tient aucune  autre  substitution  ;  car  supposons  qu'il  en  contint  une  A 
remplaçant  la  lettre  a  par  une  autre  lettre  b.  L'une  des  puissances 
de  S,  telle  que  S',  remplacerait  b  par  a,  et  G,  contiendrait  la  substitu- 
tion S^A,  qui  déplacerait  moins  de  q  lettres,  sans  se  réduire  à  l'unité, 
ce  qui  est  absurde. 

Si  nous  caractérisons  les  lettres  de  G,  par  un  indice  x  variable  de 
zéro  k  q  —  1  niod.  q,  les  puissances  de  S,  dont  G,  est  dérivé,  auront  la 
forme  suivante  : 

I  x,     X  -h  C(  \   mod.  q. 

20.  Cherchons  maintenant  à  construire  un  groupe  deux  fois  tran- 
sitif Go.  Ce  groupe,  ayant  pour  ordre  q{q  -h  ï),  ne  pourra  exister  que 
si  ^  +  I  est  une  puissance  de  noinbre  premier  (théorème  II).  Or  q  -h  i 
est  pair;  donc  il  devra  être  une  puissance  de  2.  Soit  q  -h  1  =  2",  le 
groupe  Go  résultera  de  la  combinaison  des  substitutions 

I  X,  J,  ■■  ■ ,     X  -f-  a,      ;■  +  fj, . . .    1  mod.  2 

avec  un  groupe  G,  =  H,  d'ordre  q  et  formé  de  substitutions  li- 
néaires (11  ). 

Le  grou[>e  II,  ayant  pour  ordie  un  nombre  premier  q,  sera  formé 
des  puissances  d'une  seule  substitution  S,  d'ordre  q  =  2"—  1.  Cette 
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substitution,  ramenée  à  la  forme  canonique,  sera  nécessairemenl  de 
In  forme 

S=   I  :,z,,z.,,...,     iz,Pz,,i''z.,,...   |, 

/étant  une  racine  primitive  de  la  congruence  i^^i  moda,  z  un  indice 
imaginaire  de  la  forme  X  +  iY  -+-  i-7.  +  . . .,  et  z,,  z.,,...  ses  conju- 
gués obtenus  en  changeant  /  en  /-,  /%...;  X,  Y,  Z,...  étant  d'ail- 
leurs des  fonctions  linéaires  de  x,y,  z,...  qu'on  jjent,  sans  nuire  à  la 
généralité  de  la  solution,  supposer  se  confondre  respectivement  avec 
x,j;z,...{l2). 

Le  groupe  Ga  pourra  donc  toujours  se  construire,  et  d'une  seule 
manière. 

21.  Passons  à  la  détermination  du  groupe  suivant  O^.  Désignons 
maintenant  par  <7„,  (7, , . . . ,  (7,^_,  les  lettres  de  G,,  et  soient 

S  =  ((7„,  a,,  (7„.  ..) 

la  substitution  circulaire  dont  les  puissances  forment  ce  groupe,  u  la 
lettre  nouvelle  que  déplace  le  groupe  G»,  v  la  lettre  nouvelle  que  Gj  ne 
déplaçait  pas,  mais  que  G,  déplace.  Le  groupe  G3,  contenant  G,,  ren- 
fermera une  substitution  T,  d'ordre  2  déplaçant  q  ■+-  1  lettres,  et  par 
suite  laissant  une  lettre  immobile;  soient  a  cette  lettre,  ^,  j-  deux 
autres  lettres  formant  un  cycle  dnnsT,.  Le  groupe  Gj,  étant  3  fois  tran- 
sitif, contiendra  une  substitution  U  qui  remplace  a,  ^,  /  par  rt„,  u,  v;  il 
contiendra  la  substitution  U~'  T,  U  =  0,  laquelle  contient  le  cycle  {uv) 
et  ne  déplace  pas  a^.  On  aura  donc  0  =  AB,  A  étant  la  substitution 
qui  permute  u,  {>  sans  déplacer  les  autres  lettres,  et  B  une  substitution 
d'ordre  2  ne  déplaçant  que  les  9  —  i  lettres  rt,, . .  . ,  rt^_,.  Le  groupe  G3 
contiendra  la  substitution  0~'S0  =  B~'SB,  laquelle,  laissant  u,  v  im- 
mobiles, appartient  à  G,,  et  par  suite  se  réduit  à  une  puissance  de  S, 
telle  que  S".  D'ailleurs,  B^  se  réduisant  à  l'unité,  on  aura 

S<"=B-'S"B  =  B-=SB2  =  S, 

d'où 

«^^imod.fy,     u^±\. 


366  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Mais  a  ne  peut  être  égal  à  i,  car  B,  étant  échangeable  à  S,  devrait  se 
réduire  à  l'unité,  et  0  au  cycle  {in>),  de  telle  sorte  que  G3,  au  lieu 
d'appartenir  à  la  classe  q,  appartiendrait  à  la  classe  2.  Donc  B  trans- 
formera S  en  S~',  et  par  suite  sera  d^^  la  forme  {û,  a^_^  )  {a^cJq-o) 

La  substitution  0  ne  pourra  donc  être  déterminée  que  d'une  seule 
manière.  D'ailleurs  cette  substitution,  jointe  à  celles  de  G,,  reproduira 
toutes  celles  de  G3;  car  ces  substitutions,  combinées  ensemble,  per- 
mettent d'amener  ^>  k  lu  place  d'une  quelconque  des  q  ■+-  2  lettres  du 
groupe;  après  quoi  les  substitutions  de  Go,  qui  ne  déplacent  pas  c, 
permettront  d'assigner  aux  autres  lettres  7(7  +  1)  systèmes  de  places 
différents.  La  combinaison  de  G;,  avec  0  fournit  donc  au  moins 
o(,^  +  i)(^  +  2)  substitutions  distinctes,  c'est-à-dire  toutes  celles 
de  G3. 

22.  Le  groupe  G,  ne  peut  donc  être  construit  que  d'une  seule  ma- 
nière. Encore  faudrait-il,  pour  être  assuré  de  son  existence  effective, 
vérifier  que  de  la  substitution  0,  jointe  à  G.,  on  ne  peut  déduire  au- 
cune substitution  déplaçant  moins  de  7  lettres.  Mais  cette  vérification 
peut  se  faire  immédiatement,  en  remarquant  que  les  substitutions  de 
la  forme  linéaire  fractionnaire 

mod.  2, 


où  a,  a,  b,  [il,  z  sont  des  entiers  complexes  formés  avec  la  racine  i 
d'une  congruence  irréductible  de  degré  n,  z  étant  susceptible,  en 
outre,  de  prendre  qo  pour  valeur,  forment  un  groupe  trois  fois  tran- 
sitif satisfaisant  à  toutes  les  conditions  imposées  à  G3. 

23.  S'il  existait  un  groupe  G,,,  on  verrait,  comme  tout  à  l'heure, 
qu'il  pourrait  s'obtenir  en  combinant  à  G3  une  substitution  binaire 
de  la  forme  0'  =  A'B',  A'  étant  une  substitution  qui  permute  v  avec 
une  lettre  nouvelle  w,  et  B'  une  substitution  qui  transforme  S  en  S~'. 
Maison  aurait  alors  B'  =  B,  et  G,,  contenant  la  substitution  00'= AA', 
qui  ne  déplace  que  3  lettres,  ic,  v,  w,  ne  serait  pas  de  la  classe  7.  Donc 
l'existence  du  groupe  G,,  est  impossible  dans  tous  les  cas;  à  plus  forte 
raison  celle  des  groupes  G5, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  367 

2i.  Nous  obtenons  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  le  nombre  premier  q  n'est  pas  de  la  forme  1"  —  i, 
la  classe  q  ne  contiendra  qu'un  seul  groupe,  formé  des  puissances  de 
la  substitution  circulaire 

\  x     .r  +  I   I  moà.q. 

Si  q  est  de  la  foniie  2"  —  i ,  la  classe  p  contiendra  deux  autres  groupes 
des  degrés  7+1  et  q  -+-  2,  et  respectivement  formés  des  substitutions 
linéaires 

\  z     az  +  oc  \  vaod.  2 

et  des  substitutions  linéaires  fractionnaires 


62  H- p 


Z,  fl,  a,  b,  /3  étant  des  entiers  complexes  formés  avec  la  racine  i  d'une 
congruence  irréductible  de  degré  n  par  rapport  au  module  2. 
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Sur  la  forme  canonique  des  congrnences  du  second  degré 
et  le  nombre  de  leurs  solutions; 

Pau  m.  Camille  JORDAN 


Nous  nous  proposons  de  donner  ici  la  solution  de  la  question  sui- 
vante, dont  nous  avons  examiné  ailleurs  quelques  cas  particuliers 
[Comptes  rendus,  19  mars  i8G6:  Traité  des  Substitutions,  n°'  197-200 
et  259-260)  : 

Déterminer  le  nombre  des  solutions  de  la  congruence  du  second 
degré  à  m  inconnues 

(i)  a,x-^-^...+  a„xl+  b,.2X,.r2  -^■■■^(^     (mod.  M). 

1.  La  question  se  ramène  immédiatement  au  cas  où  le  module  M 
est  une  puissance  d'un  nombre  premier. 

Soit,  en  effet,  M  =  P"'P\',...,  P,  P,  étant  des  facteurs  premiers  dif- 
férents. Soient  .r,,...,  .r,„  un  système  de  solutions  de  la  congruence  (i); 
H,,...,  2,„  les  restes  de  la  division  de  .r,,...,  x^  par  P'^;  vj,,...,  vj,, 
les  restes  de  leur  division  par  P\',...;  on  aura  évidemment 

(2)  rt,  ij +...+ fi,„2,;  +  ^,2^,  ?2 +...s;c     (mod.  P''), 

(3)  «r'îi  +  ...  + n,„ •'3,^,-1- /'i 2  ■flr';2 +  ---ÏSC     (mod.  P';), 


Réciproquement,  soient  2,,..,,  ç,„  un  système  quelconque  de  solutions 
delà  congruence  (a);  yj, ,■■■■,  'Cm  ""  système  de  solutions  de  la  con- 
gruence (3),  etc.  On  sait  qu'on  pourra  déterminer  d'une  seule  ma- 
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nière  un  système  d'entiers  x,,...,  x,„  inférieurs  à  M  et  satisfaisant  aux 
conditions 

j?p  =  £p  (mod.  P^)  =  v;p  (mod.  P'^)=..., 

et  ces  entiers  satisferont  évidemment  à  la  congruence  (1);  d'où  celle 
première  conclusion  : 

Le  nombre  des  solutions  de  In  congruence  (i)  est  égal  au  produit 
des  nombres  de  solutions  des  concjruences  (2),  (3),  etc. 

Nous  supposerons  donc  à  l'avenir  que  M  se  réduise  à  P'',  P  étant 
premier.  Deux  cas  seront  à  distinguer,  suivant  que  P  sera  impair  ou 
égal  à  2. 

PREMIER    CAS  :    P    PREMIER    IMPAIR. 

2.  Soit  P"  la  plus  haute  puissance  de  P  qui  divise  à  la  fois  tous  les 
coefficients  du  premier  membre  de  la  congruence  considérée.  En  la 
mettant  en  évidence,  la  congruence  prendra  la  forme 

(4)  /(j:,,...,J:-,„)  =  P''[rt|ar^  +  ...+rt,„x,7,+è,o.r,ar„H-...]ESHc(mod.P'), 

et  l'un  au  moins  des  coefficients  a,,..., fl„,  b,^,...  sera  premier  à  P.  Il 
est  permis  de  supposer  que  l'un  des  coefficients  «,,...,  a,„  des  carrés 
des  variables  est  premier  à  P.  En  effet,  si  l'on  avait 

a,E^..  .;=am^Eao    (mod.  P), 

mais  b,2yO  (mod.  P),  par  exemple,  on  pourrait  poser  x^^x^'^  -+-  x,, 
et  l'on  aurait,  pour  déterminer  les  nouvelles  variables  a:,,  j?'2,j^3,..., 
une  congruence  analogue  à  (4),  mais  où  le  coefficient  du  terme  en  x-^ 
serait  a,  -h  b,2  +  «2»  nombre  premier  à  P. 

Soit  donc  «,  <o  (mod.P).  On  pourra  déterminer  des  entiers  Â 2,..  ,A,„ 
satisfaisant  aux  congruences 

2a,À-pS^J,p     (mod.P")    (/5  =  2,  3,...,m), 
et  prenant  pour  nouvelle  inconnue  la  quantité 

Tome  XVil  (2«  série).  —  Novembre  1873.  'I7 
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la  congruence  prendra  la  forme 

P"rt,X'J  +  PV,(^,,...,^„)=c    (mod.P>). 

Si  lafonctiony,  (j^j,...,  jr,„)  n'est  pas  identiquement  congrue  à  zéro, 
on  pourra  opérer  sur  elle  comme  sur  f^  de  manière  à  faire  disparaître 
les  rectangles  d'une  seconde  variable. 

Poursuivant  ainsi,  on  voit  qu'on  pourra  faire  disparaître  les  rec- 
tangles de  toutes  les  variables.  Mettant  alors  en  évidence  les  puissances 
de  P  qui  peuvent  diviser  chaque  coefficient,  on  pourra  mettre  la  con- 
gruence sous  la  forme 


(5) 


$=P»(A,X^+...-^ApX,^)-t-pP(B,Y2+...-hB,Y,2)-^... 

=  c  (mod.P>), 


5.  Le  nombre  n  des  variables  qui  figurent  explicitement  dans  cette 
congruence  peut  être  inférieur  à  m.  Dans  ce  cas,  chacune  des  m  —  n 
variables  restantes  prenant  les  valeurs  de  zéro  à  P^  —  i,  cette  variation 
n'influera  pas  sur  la  valeur  de  la  fonction  $.  Donc  le  nombre  des 
solutions  cherchées  sera  égal  à  P'C"-"^,  Q  étant  le  nombre  des  so- 
lutions de  la  congruence  (5),  où  l'on  ne  considère  plus  d'autres  va- 
riables que  celles  qui  y  figurent  explicitement. 

On  peut  supposer  que  les  exposants  a,  /3,...  soient  rangés  par  ordre 
de  grandeur  croissante.  Mais  alors  la  congruence  (5),  à  n  variables,  ne 
peut  avoir  de  solution  que  si  c  est  divisible  par  P*.  Soit  c  =  P"f/et 
\  —  V.  ■=  \}..  On  pourra  poser 

(6)  x.  =  a^^-Pi^x'.,...,    Y,=j.  +  p!^j;,..., 

a.-,,...,  7',,...  étant  des  entiers  moindres  que  P"^,  et  .r', ,...,  j ^^i-.-  des 
entiers  moindres  que  P*. 

Chaque  système  de  solutions  de  la  congruence  (5)  donnera  évidem- 
ment un  système  de  solutions  de  la  congruence 

(7)  A,x=-i-...-hAp.r^^  +  P?-«(B,jî-i-...-^B,j,^)-t-...=r/(mod.  P^), 

et  réciproquement,  à  chaque  système  de  solutions  de  cette  congruence 
«orrespondront  P*"  systèmes  de  solutions  de  la  congruence  (5),  qui 


I 
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s'obtiendront  par  les  relations  (6)  en  y  donnant  à  x',,...,  7',,.-  tous 
les  systèmes  de  valeurs  possibles  moindres  que  P*.  On  aura  donc 

Q  =  P««R, 
R  étant  le  nombre  des  solutions  de  la  congrnence  (7). 

4.  Examinons  donc  cette  dernière  congruence.  Ses  solutions  pour- 
ront être  partagées  en  deux  classes  :  1°  celles  où  l'un  au  moins  des  en- 
tiers X',,...,  oTp  est  premier  à  P;  2° celles  où  .r,HEE;...E^XpEEEEO  (mod.P). 
Soient  respectivement  S^,,  T^j^  les  nombres  de  systèmes  de  solutions  de 
chaque  classe.  On  aura 

R  =  S^  +  Tj,. 

Solutions  de  la  premiers  classe.  —  Soit  x^,...,  Xp,  j,,...,  jq, . . .  un 
système  de  solutions  de  la  première  classe;  et  soient 

i  x^  =  x[^-{-P^-'è^,      (p  =i,2,...,p); 

(^)  \  Je = y,  +  ^^'' -^c,  (7  =  1,2,..., 9); 


j"'p ,  j', , . . .  étant  <  Pi^"',  et  Sj),  ïj,,...  <  P;  on  aura  évidemment 

(9)  A,Jtv  +  ...+A/,x7+PP(B,y;+...  +  B^7;)  +  ...=r/(mod.P!^-'). 

D'ailleurs  jf',,...,  x'^  ne  sont  pas  tous  nuls  par  hypothèse.  Donc 
a:\,...,x'p,  j>',,...,  y',,,...  est  l'un  des^  S^_,  systèmes  de  solutions  de 
première  classe  de  la  congruence  (9). 

Réciproquement,  soit  x, ,...,  x',,,  ^''j,...,  j-'^,...  l'un  quelconque  de 
ces  S(j._,  systèmes  de  solutions;  on  aura  une  relation  de  la  forme 

A,x','-h...+Apx',--t-PP(B,j7+...  +  B^j7)4-...  =  //+ePi^-'  (mod.Pi^), 

et  x,,...,  Xp,  j-,,...,  J'y,...  satisferont  à  la  congruence  (7),  si  l'on  dé- 
termine les  entiers  Ç,,...,  2p,  vi,,...,  yj^,...,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

(10)  2  A,x',çi  +  . . .  +  2ApX'p|p^e     (mod.  P). 

47- 
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Or,  par  hypothèse,  l'un  au  moins  des  entiers  x',,...,x'p  ,  par  exemple  o-'^, 
est  premier  à  P.  La  congruence  (ro)  détermine  ^,,  après  qu'on  aura 
choisi  arbitrairement  les  n  —  i  autres  quantités  ç.,,...,  Çp,  ■/5,,...,  vîy,..., 
ce  qui  pourra  se  faire  de  P"~'  manières  différentes. 
On  aura  donc 

S^  =  P"-'  S^,_,  =  P="'-"S(,_.  =  . . .  =  ?'^'''-''S,. 

Il  reste  à  déterminer  S,,  c'est-à-dire  le  nombre  des  solutions  de  pre- 
mière classe  de  la  congruence 

(il)     A,j:î-+-...  +  Ap.r,T+P?-nB,72  +  ...  +  B,7,^)  +  ...=r/  (mod.  P). 

Or  on  peut  donner  à  chacune  des  w  —  p  variables  j>",,...,  j^'^,...  une 
valeur  quelconque  sans  altérer  la  valeur  (mod.  P)  du  premier  membre 
de  cette  congruence;  on  aura  donc 

S,  ==P"-^U, 

U  étant  le  nombre  des  solutions  de  première  classe  de  la  congruence 

(12)  A,x'-,-h...-hApJc'^^d     (mod.  P). 

Or  nous  avons  déterminé  [Comptes  rendus,  19  mars  1866,  ou  Traité 
de  Substitutions,  n°*  197-2001  le  nombre  total  des  solutions  de  la 
congruence  (12).  Ce  nombre  sera  égal  à  U  si  d^^o  (mod.  P);  à  U+  i 
dans  le  cas  où  d^o  (mod.  P);  car  dans  ce  cas  ou  a  une  solution  de 
seconde  classe  x,  =...=  JCp=^  o. 

Posant,  pour  abréger,  suivant  la  notation  de  Legendre, 

on  aura,  d'après  les  formules  de  l'endroit  cité  : 
1°  Si  /?  =  2/  et  d>o  (mod.  P), 

U  =  V-'-'  -  P'-'  V  ; 

■2°  Si  p  —  il  -h  i  et  d:^o  (mod.  P), 

U  =  P-'+P'v'; 
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3"  Si  p^  2I  eld^o  (mod.  P), 

U  +  i  =  P='-'+(P'-P'-')v, 

4»  Si  /?  =  a/+  I  et  d^^  o  (mod.  P), 

U  +  I  =  P-'. 

5.  Solutions  de  la  seconde  classe.  —  Posons  a:^  =  Vx.  .  On  aura  à 
déterminer  le  nombre  Tj^  de  solutions  de  la  congruence 

(.3)  P=(A,a--+...4-A„.r;;)+pP-«(B,j^4-...+B,;-,^)+...=^(mod.Ps^), 

où  j,,...  y\j  varient  de  o  à  P^^  —  i ,  et  jr', ,...,  x\,  de  o  à  Pi^"'  —  i  seule- 
ment. Si  l'on  faisait  varier  les  p  quantités  o-', ,...,  x\,,  non  plus  de  o 
à  pi*-'  —  I ,  mais  de  o  à  V^ —  i ,  il  est  clair  que  le  nombre  des  solutions 
de  la  congruence  (i3)  deviendrait  P''  fois  plus  considérable;  on  aura 
donc 

T^  =  v-py, 

V  étant  le  nombre  des  solutions  de  la  congruence  (i  3),  où  toutes  les 
variables  varient  de  o  à  V^ —  i . 

Soitt?  le  plus  petit  des  exposants  2,/3  — a,....  La  congruence  (i3) 
n'aura  de  solutions  que  si  a?  est  divisible  parP^.Soit  d'ailleurs  f/=PV,. 
On  aura,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

V  =  P'^"W, 

W  étant  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence 

^^^1      \  =d,     (mod.  Pi^-^). 

Cette  congruence  contient  dans  son  premier  membre  un  groupe  de 
variables  dont  les  coefficients  sont  premiers  à  P.  Elle  est  donc  ana- 
logue à  la  congruence  (7),  et  ses  solutions  pourront  être  partagées  en 
deux  classes;  le  nombre  des  solutions  de  première  classe  s'obtenant 
directement;  les  solutions  de  seconde  classe  se  ramenant  à  celles  d'une 
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nouvelle  congruence  par  rapporta  un  module  P^^"^^  moindre  que  P'^"'-'. 
On  poursuivra  cette  réduction  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  congruence 
ayant  pour  module  P  ou  l'unité,  auquel  cas  le  nombre  des  solutions 
s'obtiendra  immédiatement. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'écrire  la  formule  définitive  qui 
résulte  de  cette  méthode. 

6.  L'analyse  qui  précède  repose  essentiellement,  comme  on  a  pu  le 
voir,  sur  la  propriété  des  congruences  du  second  degré  mod.  P''  (P  pre- 
mier impair)  de  pouvoir  se  réduire  par  un  changement  de  variables  à 
la  forme  canonique  (5).  Mais  les  diverses  expressions  que  donne  cette 
formule  en  y  faisant  varier  «,  /3,...  p,  q,...  A,,...,  A^,  B,,...,  B^,... 
sont  elles-mêmes  réductibles  à  un  moindre  nombre.  On  peut,  en  effet, 
faire  en  sorte  que  les  coefficients  dans  chacune  des  suites  A|,-j  A^, 
B,,...,  B^,...  se  réduisent  tous  à  l'unité,  sauf  l'un  d'eux,  qui  pourra, 
suivant  le  cas,  se  réduire  à  l'unité  ou  à  un  nombre  N  choisi  arbitrai- 
rement parmi  les  non-résidus  quadratiques  de  P. 

Pour  le  démontrer,  considérons  l'expression 

(i5)  A,X?^-...4-A^X,^ 

Supposons  que,  parmi  les  coefficients  A,,...,  A^,  il  y  en  ait  p  qui  soient 
non-résidus  de  P;  si  ce  nombre  jS  est  >>i,  on  pourra  l'abaisser  de 
deux  unités  par  un  changement  de  variables. 

Soient  en  effet  A,  et  Ao  non-résidus;  et  soient  R  un  résidu  quel- 
conque; a,  c  un  système  de  solutions  de  la  congruence 

(i6)  A,a--hAnC-  =  B.     (mod.  P), 

on  auraa^o,  c^o  (mod.  P),  car  si  a  était  congru  à  zéro,  on  au- 
rait AoC-^R,  ce  qui  est  absurde,  Ao  étant  non-résidu. 
Posons  maintenant 

(17)  X,  ^rtx, -+- ^J:%,      Xo  ee^cj:, -I- ^j:,, 

l'expression  (i5)  deviendra 

(   {A,a-+A2C-).r';-h2{A,ab-\-A2cd)x,Xn 

^  -h{A,b--\-A,cr-)xl-h...+  ApX"-. 
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On  peut,  sans  annuler  le  déterminant  de  la  substitution  (17),  poser 
(19)  ktab  +  k.cd^o     (mod.  P). 

En  effet,  ce  déterminant  sera  égal  à 

ad— bc  =  ad  + -—-  =  '- ^==        >o     (mod.  p). 

Supposons  donc  la  condition  (19)  remplie.  L'expression  (18)  trans- 
formée de  l'expression  (i5)  sera,  comme  cette  dernière,  une  somme  de 
carrés;  mais  les  coefficients  des  deux  nouvelles  variables  .r,,  x\  seront 
devenus  des  résidus.  En  effet,  le  coefficient  de  x,  est  égal  à  R,  et  celui 
de  Xj  à 

A,  b'  +  Aort-  ^  A,  -— T  4-  A,rf-  ^-^-^ , 

A;a-  A|«' 

qui  est  évidemment  un  résidu. 

On  pourra  donc  préparer  l'expression 

A,X=  +  A,X^-t-...+  ApX,2 

de  telle  sorte  que  tous  ses  coefficients  soient  des  résidus,  sauf  l'un 
d'entre  eux  A,,  pour  lequel  il  y  aura  indécision.  Cela  posé,  on  saura 
déterminer  des  entiers  Aj,...,  fcp  satisfaisant  aux  relations 

AaA^^i,...,     Apk'l  =  i. 
On  pourra  de  même  satisfaire  à  la  relation 

A,À-?~5, 

6  étant  égal  à  i  ou  à  N,  suivant  que  A,  est  résidu  ou  non. 
Posant  maintenant 

A,  =  A',  JT, , . . . ,      Xp  =  kpXp, 

l'expression  considérée  prend  la  forme 

ôx'i  +  aTj  +...-f-  x^, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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SECOND    CAS  ;    P  =  2. 

7.  Soit  2°'  la  plus  haute  puissance  de  1  qui  divise  tous  les  coeffi- 
cients de  la  congrueuce  considérée.  Mettant  ce  facteur  commun  en 
évidence,  la  congruence  prendra  la  forme 

/(x,,...,a-„,)  =  2*[rt,a'^+...4-a,„.r,„+  ^,3 x,j:o  +  ...]  =  c   (mod.  2^). 

On  peut  supposer  que  les  coefficients  a, , . . , ,  rt,„  des  carrés  des  variables 
sont  tous  pairs,  sauj  deux  d'entre  eux  tout  au  plus. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  rt,,  a^,  a,,  impairs.  Si  l'un  des  coef- 
ficients Z',o,  ^,3,  ^03,  par  exemple  è,,,  est  pair,  on  pourra  poser 

OC  I    —    oc   t     ~T~    OL  g  ^ 

et  obtenir  ainsi  entre  les  variables  x', ,  x^,....,  x,„  une  nouvelle  con- 
gruence équivalente  à  la  proposée,  mais  où  le  coefficient  de  xl  sera  le 
nombre  pair  a,  -h  b,3~\-  a^. 

Si  ^,2,  i>,3,  5.^3  sont  impairs,  on  posera 


et,  après  cette  substitution,  le  coefficient  de  0^3  sera  le  nombre  pair 

a,-i-  a.-h  a^^-  b,2-hl>,3  +  b.23. 
On  pourra  distinguer  ici  trois  cas  : 

8.  Premier  cas.  —  Tous  les  a  sont  pairs.  L'un  des  coefficients  h, 
par  exemple  6,0  sera  impair.  Soit  2^  la  plus  haute  puissance  de  2  qui 
divise  rt,.  Remplaçons  x^  par  une  nouvelle  variable  jo,  définie  par  la 
relation 

(20)  Jfj  =  J'a  +  2Px,. 
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La  congruence  prendra  la  forme 

2''[rt',  .r;+ //,;.r,  >-o  +  rt3  rs +•••]  ^«^     (mod.  2^), 


en  posant 


n\  =  (i,  -+-  2^/?,.,  +  i^^n.,, 
b\,_=  b,i+  2^^'n.,. 


On  voit  immédiatement  que  b\  .,  sera  impair  et  que  a\  sera  divisible 
an  moins  par  1^^'.  Par  une  suite  de  transformations  analogues,  on 
augmentera  progressivement  le  degré  de  la  puissance  de  2  qui  divise 
le  coefficient  de  la  première  variable,  jusqu'à  ce  que  ce  coefficient, 
étant  divisible  par  a'',  devienne  congru  à  zéro  (mod.  2^)  et  puisse 
être  supprimé.  On  pourra  ensuite,  par  un  procédé  analogue,  faire 
disparaître  le  carré  de  la  seconde  variable. 

Il  nous  est  donc  permis  de  supposer  rtis^rtasso  (mod.  2^),  avec 
b,2^i  (mod.  2);  mais  alors  on  pourra  déterminer  des  entiers  A3,..., /r,„ 
satisfaisant  aux  relations 

b,ç,^^kç,b,..  (mod.  2^). 

Prenant  alors  pour  variables   indépendantes,  au   lieu  de  x,,   Xo, 
celles-ci 

X^Ebn^,  +  bnjX^  +  .-.-h  Ajm-fmi 
J-  SE  Jf ,  -f-   A-3    X3  +  .  .  .  +    li,„    .ï',„, 

la  congruence  proposée  deviendra 

2\rj  +  2"/,  (X3,. .  ,  x,„)  =c     (mod.  2^), 

et  l'on  aura  ainsi   un  groupe  de  deux  variables  séparées  des  autres, 
et  ne  figurant  plus  que  par  leur  rectangle. 

9.  Deuxième  cas.  —  Tous  les  a  sont  pairs,  sauf  rt,.  Chacun  des 
coefficients  b,.,...,  f>,,^  sera  pair.  En  effet,  si  h, 3  par  exemple  était  im- 
pair, on  n'aurait  qu'à  poser  x^  =  x\  +  x,  pour  rendre  pair  le  coeffi- 
cient de  X?  et  retomber  sur  le  premier  cas.  Ce!a  posé,  on  pourra  dé- 
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terminer  des  entiers /;,,...,  A,„  par  les  relations 

et  prenant  pour  variable  z  =  x,-h  k^x.,-^...,  la  congruence  prendra 
la  forme 

a^n,  2- -1- 2"/,  (^r,,...,  x,„)  ^c     (mod.  2''), 
où  la  variable  z  est  séparée. 

Troisième  cas.  —  a,  et  «j  iuijiairs.  Chacune  des  quantités  b,^,..., 
^\mi  f>23-:---j  ^2m  ^st  psirc ;  car  si  b,3  était  impair,  on  pourrait  rendre 
pair  le  coefficient  de  x-^  et  retomber  ainsi  sur  le  deuxième  cas. 
Au  contraire,  h, 2  sera  impair;  car,  s'il  était  pair,  il  suffirait  de  poser 
Xi  =  x^  -+-  .r,  pour  rendre  pair  le  coefficient  de  x'\. 

Cela  posé,  soient  Ap,  /p  des  entiers  déterminés  par  les  relations 


(21) 


2(7, /,p+  b^d^^EE^b^^, 

<Ç),jAp+2«o/pEEEE/;2p, 


(dont  le  déterminant  est  impair).  Prenons  pour  variables,  au  lieu  de  jr, 
et  .Tj,  les  suivantes 

/^  =  X,  +  A-j.Tj  +,...,      f  ^Xj-t-  1^X3  +  .... 
La  congruence  deviendra 

2''(rt|Zi^+ 6|2"i'+ (7oi'-)  4-2"/, (a-a,...,  jf,„)sEC     (mod.  2^). 

10.  Nous  obtenons  ainsi  dans  chaque  cas  un  mode  de  réduction  de 
la  fonction/  à  une  forme  plus  simple;  opérant  de  même  sur  la  fonc- 
tion j\  à  H  —  I  ou  «  —  2  variables,  on  arrivera  évidemment  à  mettre 
la  congruence  sous  la  forme 

(22)  2"^^^+ 2'^2^  +  ...  sEsc     (mod.  2'), 

l'une   quelconque  des  suites  -0,,...   pouvant  être  composée  de  trois 
parties  : 
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i"  Une  somme  de  rectangles 

2"  Une  somme  de  carrés,  multipliés  par  des  coefficients  impairs, 

A,27-f-...-t-A^j,;; 
3"  Des  groupes  de  trois  termes  à  coefficients  impairs,  tels  que 

B,n-^    +C,U,i',  -h  D|(''f,...,        Brllf+  Crlir^r-+   ^r^'r- 

D'ailleurs  la  suite  considérée  pourra  ne  pas  contenir  à  la  fois  ces 
trois  sortes  de  termes;  auquel  cas  un,  ou  même  deux  des  nombres/», 
(j,  /',  se  réduirait  à  zéro.  Mais  si  tous  trois  s'annulaient  à  la  fois,  la  suite 
ne  contiendrait  plus  aucun  terme  et  s'évanouirait. 

Si  nous  convenons  de  poser  iip  =  o  toutes  les  fois  que  p  n'est  pas 
l'un  des  nombres  a,  fi,...,  il  est  clair  que  la  congruence  (22)  pourra 
s'écrire 

(23)  2]2P2p=c  (mod.2^), 

expression  qui  pourra  être  considérée  comme  la  forme  canonique  des 
congruences  du  second  degré  (mod.  2'). 

En  faisant  varier  la  répartition  des  indices  entre  les  diverses 
suites  1,,...  et  entre  les  trois  parties  de  chacune  de  ces  suites,  ainsi 
que  les  coefficients  A,,...,  A^,  B,,  C,,  D,,...  qui  les  mulliplient,  ou 
obtiendra  beaucoup  de  formes  diverses;  mais  plusieurs  d'entre  elles 
pourront  se  ramener  les  unes  aux  autres  par  un  changement  d'indices. 
Pour  éliminer  les  formes  réduites  qui  font  ainsi  double  emploi,  il  sera 
nécessaire  d'assujettir  celles  que  l'on  conserve  à  certaines  conditions 
que  nous  allons  indiquer. 

il.  1*^  Aucune  des  suites  2p  ne  doit  contenir  à  la  fois  des  termes 
de  deuxième  espèce,  Az" -+-...,  et  des  termes  de  troisième  espèce, 
B«^-l-  Cuv  +  Du-  +  .  .. 

Nous  allons  montrer,  en  effet,  que  les  formes  réduites  où  cette  cir- 
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constance  se  présenterait  se  ramènent  à  d'antres  qui  ne  contiennent 
plus  de  tenues  de  troisième  espèce. 
Posons,  en  effet, 

substitution  permise,  car  son  déterminant  se:  [   (mocl.  2);  l'expression 

Az=  +  Bzr-hCMK  +  DK=' 
sera  transformée  en 

(A+/iB  +  4C  +  4D)z"-f-(Ao-+B)M'*+(A£'  +  D)i^'= 
(îAc?  +  4B  +  ■2C)z'u'-\-  (aAe  +  2C  +  4D)z-''''  +  (2Ac?£  +  C)«'p'. 

Posons  maintenant 

2kd -^  [\B  +  iC^o     (mod.  2^), 
aAs  +2C  +  4Dï^o. 

Ces  congruences  donneront  pour  d*  et  e  des  valeurs  impaires  (A,  B, 
C,  D  étant  impairs)  qui,  substituées  dans  les  coefficients  de  u'- ,  v'^, 
u'i>',  rendront  les  deux  premiers  pairs  et  le  dernier  impair.  Eu  opérant 
comme  au  n°  8,  on  pourra  donc  remplacer  u',  v'  par  deux  nouveaux 
indices  x,  y  qui  ne  figurent  plus  que  par  leur  rectangle  dans  l'expres- 
sion de  2ji. 

Si  2p  renfermait  d'autres  groupes  de  termes  de  troisième  espèce, 
on  les  ferait  disparaître  de  la  même  manière,  en  leur  substituant  de 
simples  rectangles. 

12.  2°  La  suite  1^  ne  peut  contenir  plusieurs  groupes  de  termes  de 
troisième  espèce. 
Soit,  en  effet, 

:ip  =  B,zi7  +  C,«,(',  -h  D|  v']  +  Bjfq  +  C.u^v.,-\-  D^p;  -4-.. .  . 

Nous  allons  montrer  que  par  une  transformation  convenable  on 
peut  remplacer  les  six  termes  ci-dessus  écrits  par  une  somme  de  deux 
rectangles. 
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Posons 

II,   =  JC  -{-  Z  -h  U,        t»,    =  ^  -f-   s    +  H, 
U^  =  z   +  X  -\-  J-,       V^=^  U  -{-  X  +  J^ 

substitution  permise,  car  son  déterminant  ^  i   (mod.  2).  Il  viendra 

2p  =  Asx"  +  A-,  J-+  =1,2  z--\-  A.jir  +  ii'o.rj  +  Qxz 
-\-<:,xu  +  z^yz  -\-  O3JU  -+-  iili|Z«, 
en  posant 

A.,=    15,  +    B2+    Co+    D„      .v,,=   D,4-    B,H-    C,-|-    Do,..., 

D",  =     C,  4-2B,  +  2C.+2D2,         *,=     C\.+  2B,+2C,  +2D1, 

G=2B,  +    C,+2B,+    C,,       S,=2B,4-    C,H-2Do+    Cj 

11  résulte  de  ces  expressions  que  d,  A.,,...,  S,  S,,...  sont  pairs,  et 
ii'o,  iiL,  imj)airs.  On  pourra  donc,  en  opérant  comme  au  n°  8,  rempla- 
cer X,  y  par  deux  nouveaux  indices  x\  j',  choisis  de  telle  sorte  que 
leurs  carrés  disparaissent  de  l'expression  de  1^^  laquelle  se  réduira  à 
la  forme 

2p  =  liX,'  x'  jr'+  <2.'x' z  +  Z\x'  u  -f-  S'a.r'^  +  s'3  7''« 
-H  A^z^  +  ,11,3  u-  +  Olb,  2«<, 

g',  s',,  £'2,  £3  étant  des  fonctions  linéaires  entières  de  O,  C,,  Sj,  S3 
et,  par  suite,  des  nombres  pairs. 
Posant  maintenant 

X,  ^  M\,'x'-\-  d.,z+  C'.^U,      £'  ^E  il!,'A, 

il  vient 

Ip  =  X,  r ,  +  (-1,2  —  ©',_,  A:)  z^  +  (-1 3  —  G'3  /)  u-  +  (u!.,  —  £'„/—  G'a^-)  z.;<  ; 

les  coefficients  de  z-,  m-,  dans  cette  expression,  étant  pairs  et  celui 
de  zu  impair,  on  pourra,  par  une  dernière  transformation  (n°  8),  faire 
disparaître  les  carrés  et  mettre  2p  sous  la  forme 

X,J,-h  x,j,. 
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13.  3°  Ir^  ne  peut  contenir  plus  de  deux  termes  de  seconde  espèce. 
Soit,  en  effet, 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut,  par  une  transformation  convenable, 
réduire  le  nombre  des  termes  de  seconde  espèce. 
Posons 

z,  =  j:  +  z,     z.  =  j  +  z,     z,  =  z  —  kx  —  Ij, 

où  k,  l  sont  des  entiers  impairs,  déterminés  par  les  relations 

A,  =  A3X-,     A,  =  A3/ 

(cette  substitution  est  admissible,  car  son  déterminant  i  +  ^ ■+  /  est 
impair)  :  il  viendra 

l^=z  A,  (i  +  k)  a:- 4-  :tklxy-+-  Ki[\  -+-  /)  J-+  ''A,  -f- Ao-i- A;,)  s*; 

mais,  dans  cette  expression,  tous  les  coefficients  sont  pairs,  sauf  celui 
de  z^.  On  pourra  donc  mettre  2  en  facteur  commun  dans  les  trois  pre- 
miers termes  de  cette  expression,  et  reporler  ces  termes  dans  la 
suite  2j^,,  de  telle  sorte  que,  des  trois  carrés  mis  en  évidence  dans  I^,, 
il  n'en  reste  plus  qu'un. 

On  remarquera  que,  ket  l  étant  impairs,  l'expression 

pourra  se  ramener  à  la  forme  ■2xy  par  un  changement  de  variables  si 
l'un  des  entiers '-■,  —  est  pair;  dans  le  cas  contraire,  à  la  forme 

2(Bz/-+  C«f  +  Du-). 

14.  D'après  ce  qui  précode,  on  peut  admettre  que  Z^  se  réduira  à 
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l'une  des  quatre  formes  snivanles  : 

(a4)  Sp, 

(25)  Sp+Az% 

(26)  Sp+Az=-t-A.z?, 

(27)  Sp-+-  B^r^-  Cm>  +  Dc% 

Sp  désignant  une  somme  de  rectangles,  telle  que  x,jr,  +. . .+  Xpjj, 
(le  nombre  p  de  ces  rectangles  peut  d'ailleurs  se  réduire  à  zéro),  et  A, 
A,,  B,  C,  D  étant  des  entiers  impairs. 

On  peut  d'ailleurs  exclure  le  cas  où  2£),_,  serait  de  la  forme  (26). 

En  effet,  si  l'on  avait 

2),_i  =  S),_,+  Ac-H-  A,sf, 
on  n'aurait  qu'à  poser 

pour  changer  l'expression  2^~'  li_,  en 

a^-'  [S),_,  +  As'-+  2  Az'z,  +  (A  +  AOz';]  ^  2'-'  (S),_,  +Az'^)    (mod.  2^), 

expression  analogue  à  la  précédente,  mais  qui  ne  contient  plus  qu'un 
seul  carré. 

Nous  allons  maintenant  passer  à  un  second  ordre  de  conditions,  en 
cherchant  quelles  limitations  on  peut  imposer  aux  valeurs  des  coeffi- 
cients A,  A,,  B,  C,  D. 

15.  Premier  cas.  —  Admettons  d'abord  que  ip  soit  de  la  forme  (27); 
on  pourra  y  supposer  B  =  C  =  D  =  i.  Nous  allons  montrer,  en  effet, 
qu'on  peut  atteindre  ce  résultat  par  un  changement  de  variables. 

Posons 


(28) 


v^yu'  -h  âi>'. 
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Il  viendra 

2p  =  Sp  -h  A';/-+  B'u'i>'  -h  C'i>'-, 

expression  qui  remplira  les  conditions  voulues  si  l'on  a 

I  A'=    Aa-  -f-B«7  -+■    Cf=i\ 

(29)  B'=:2Aap-f-B(§«  +  /37)H-2C7c?  =  i       (mod.  2'), 
(  C'=    A/5-  +  B/3o'  +    CJ==i   ) 

auxquelles  il  faudra  ajouter  la  suivante  : 

(30)  ac?— /Sy^o     (mod.  2), 

pour  que  la  substitution  (28)  soit  admissible.  Mais  cette  condition  dé- 
coule des  trois  autres.  En  effet,  pour  qu'elle  ne  fût  pas  satisfaite,  il 
faudrait  qu'on  eût 

a  et  fi  pairs,     d'où     B'  pair, 

a  et  7      id.  A'     id. 

d  et  /3     id.  B'    id. 

â  et  7      id.  C    id. 

«,  |3,  7,  â,  impairs,  B'    id. 

ce  qui  serait  contraire  aux  relations  (29).  Il  ne  nous  reste  donc  qu'à 
satisfaire  à  celles-ci. 

Or  ces  congruences  sont  satisfaites  si  X  =  i  par  les  valeurs  «  =  0  =  i , 
(3  =  7  =  0,  et  nous  allons  montrer  que,  si  l'on  peut  y  satisfaire 
pour  X  =  |x,  on  pourra  y  satisfaire  pour  X  =  p.  +  i. 

Soit,  en  effet,  a,  /3,  7,  â  un  système  de  solutions  pour  lequel  on  ait 

A'^  I    ]  ^i  -+-  e  2'-'-  \ 

B'=i       (mod.  2^),       =i-h/2^      (mod.  2!^-^'). 

C'=i   )  ~i  +  g'2V-  ] 

Remplaçons  a,  fi,  7,  5  par  a  +  2^'a',  fi  +  2^'- f/ , . . . ;  pour  que  ces 
nouvelles  valeurs  donnent 

A'=£B'=C'=i      (mod.  2"^+'), 


3i) 

B(ay  +  7.') 

3a) 

B  («c?'+  âci'- 

33) 

B  {â[i'+  j3(?' 
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il  faudra  que  l'on  ait 

i -h  e-î^-h  ■î^B{c<Y+ yx')  ^i    j 

I  ■+-f2V--h  2i"B(aô'-+-  t?a'+  yfl,'+  p/)  =  I    !  (mod.  21^+'), 

i+gai^-h  2i^B(c?jS'+ /55')  ESEï    ) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


7.8'+ /37')^/      (mod.  2) 


Or  a,  p,  7,  0  satisfaisant,  comme  on  l'a  vu,  à  la  relation  (3o),  |3  et  c? 
ne  seront  pas  pairs  tous  deux  à  la  fois.  Donc  la  relation  (33)  permet- 
tra toujours  de  déterminer  l'une  des  quantités  ]3',  â'  en  fonction  de 
l'autre.  Cela  fait,  a'  et  7' seront  déterminés  sans  difficulté  par  les  con- 
gruences  (3i)  et  (32 \  dont  le  déterminant  par  rapport  à  ces  variables 
est  le  nombre  impair  at? —  ^y. 

IG.  Deuxième  cas.  —  Supposons  maintenant  que  ^p  soit  de  la 
forme  (25)  :  on  pourra  supposer  A  <  8. 

Nous  allons  en  effet  donner  le  moyen  de  transformer  au  besoin 
cette  expression  en  une  autre  semblable,  où  le  coefficient  A  soit  rem- 
placé par  a,  reste  de  la  division  de  A  par  8. 

Soit  A  =  fi  +  e'if^,  e  étant  impair  et  p  étant  au  moins  égal  à  3, 
puisque  A  —  «  est  divisible  par  8.  Posons 

r-  =  (i  -4-  aaf"')  z'; 

As^  sera  changé  en  A';'-,  et  l'on  aura 

A'=  (rt+  e2p)(r+  (Z2P-')-  =  rt  -+■  {e-\-aa)  2^  -h  ax2-^'' -j- 

Si  donc  on  détermine  «  par  la  relation 

e  -+-  ax^o     (mod.  2), 
on  aura 

A'EEsfi     (mod.  2?-^'), 
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et,  par  suite, 

A'  —  a  -h  e'  2", 

e'  étant  impair  et  7  >  p.  Renouvelant  cette  manière  de  procéder,  on 
transformera  A'z'-  en  A":"-,  A"  étant  de  la  forme 

et,  continuant  ainsi,  on  arrive  à  faire  en  sorte  que  le  coefficient  du 
carré  ne  diffère  de  a  que  par  des  multiples  du  module  2',  lesquels 
peuvent  être  négligés. 

Ou  pourra  donc  supposer  que  A  est  <  8  et,  par  suite,  se  réduit  à 
l'un  des  quatre  nombres  i,  3,  5,  7. 

17.  De  nouvelles  limitations  seront  possibles  si  1^+,  et  ip+o  sont 
eux-mêmes  de  la  forme  (20)  ou  de  la  forme  (26). 

1°  Si  2p_^,  est  de  la  forme  (25),  on  pourra  sup])oser  que  le  coeffi- 
cient A  du  carré  contenu  dans  Iç,  est  congru  à  i    (mod.  4)- 

Soit,  en  effet, 

et  admettons  que  Ai^3  (mod.  4).  Nous  poserons 

:  =  ;'  4-  2  A.Ç,     Z='Ç'  —  A  2', 

substitution  qui  transformera 

2P2p+2p-^'2p^,^2P(Sp+Az-^-h  2S,^,  +  2A,Ç-^) 
en 

|2f[Sp+(A  +  2.A,A=)c'-  +  sSp^,  +  2(,i.  +  2A}Ç'-), 

expression  de  même  forme,  mais  où  le  coefficient  de  s'-  est  égal  à 

A -I- 2.i,A-eseA+ 2A,EEsA  +  2ESI     (mod.  4)- 
2°  Si  2p+,  est  de  la  forme  (26),  auquel  cas  l'on  aura 

2p  =  Sp  +  A^^      V  =  Vi  +  -t-Ç'+  A.,Çj, 
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on  pourra  de  même  supposer  A  ^s  i   (mod.  4);  mais  si  de  plus  on  a 

X-+  A,,^2     (mod.  4)> 

ou  pourra  supposer  A  ^  i . 

En  effet,  le  changement  de  variables  du  numéro  précédent  permet 
de  transformer  l'expression  proposée  de  telle  sorte  que  le  coefficient 
de  la  nouvelle  variable  qui  figure  dans  2p  devienne 

A  4-  2vi,A^s^  A  +  2  4.     (mod.  8). 

On  pourra  de  même  changer  ce  coefficient  en  A  +  21,  (mod.  8),  ou 
par  deux  transformations  successives  en  A -t-  2,1  +  2A,,  (mod.  8). 
Cela  posé,  parmi  les  quatre  nombres 

A,     A  +  2-t,     A  +  24.,,     A  +  24»  +  acl,,, 

il  est  aisé  de  voir  qu'il  y  en  aura  au  moins  un  égal  à  i  (mod.  8)  ;  et 
l'on  pourra  par  une  transformation  nouvelle,  indiquée  ci-dessus,  le 
réduire  à  son  résidu  minimum  i. 

3°  Si  2p+2  est  de  l'une  des  deux  formes  (aS)  ou  (26),  on  pourra  sup- 
poser A  ■<  4  (mod.  8). 

Soit  en  effet,  pour  fixer  ces  idées, 

:£p  =  s,  +  A2%    V,  =  Sp,,  +  .i,:=. 

Si  A  >  4  (mod.  8),  posons 

-.  =  -'  +  4'1-.Ç',     Ç  =  Ç'-Az. 

Les  termes  2?  (Az"  +  4  A^')  contenus  dans  la  somme  j2P2p+  2P"^-2p,., 
seront  transformés  en 

2^  [(A  4-  li.\.k-)  z'-  -h  4  (4.  +  4A4.,*)  ;"=], 

expression  analogue  à  la  précédente,  mais  où  le  coefficient  de  s'-  est 
égal  à 

A  +  4-A.A-  -=  A  +  4<.i»  =  A  -(-  4  <  4     (mod.  8). 

49.. 
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18.  Troisième  cas.  —  Supposons  que  2pSoit  de  la  forme  (26).  On 
pourra  supposer 

A=A,  (mod.  4),     A</,,     A,<8. 

En  effet,  si  l'on  avait  A  >  A,  (mod.  4))  on  n'aurait  qu'à  changer  z 
en  z,  et  réciproquement  pour  renverser  le  sens  de  l'inégalité. 
En  second  lieu,  nous  allous  montrer  qu'on  peut  supposer 

A  <  4     (mod.  8). 
Soit  en  effet 

A^4  -+-  «     (mod.  8), 
a  étant  <  l\.  Posons 

r=:c'+ 2A,:.',,     z,  =  z',  —  2Az'. 

L'expression 

As^'^  A,z'f 

sera  transformée  en  une  expression  analogue 

(A+4A7)z'^  +  (A,  +  4A==)z'/. 

MaisA^^sBi   (mod.  8),  d'où 

A  + 4A?EE^A-H4=a     (mod.  8). 

L'expression  transformée  jouit  donc  de  la  propriété  annoncée,  que  le 
reste  de  la  division  de  son  premier  coefficient  par  8  soit  <  4- 

Cela  posé,  la  transformation  du  cas  précédent,  appliquée  successi- 
vement aux  deux  termes  Az-,  A,  zj,  permettra  de  réduire  leurs  coeffi- 
cients à  leurs  résidus  (mod.  8),  ce  qu'd  fallait  démontrer. 

19.  La  considération  des  suites  -p^.,,  1^^^  permet  d'introduire  de 
nouvelles  limitations. 

i"  Si  2p+,  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  on  pourra  faire  en  sorte  que  A  se 
réduise  à  l'unité. 

Supposons  d'abord  que  1^+^  contienne  un  carré  =1.^';  nous  avons 
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vu  qu'on  peut  supposer  dans  ce  cas  A  es  i  (mocl.  /J);  d'ailleurs  A  <  4; 
donc  A  =^  I . 

Supposons,  en  second  lieu,  que  lç,+  ,  contienne  un  rectangle  tel 
que  jc}-.  La  substitution 

jc  =  .v'  —  Az'  —  A ,  z\ , 
J-  =  j'- Ar'-A.r',, 
z  ^  z'  -+-   x'  -h  j\ 

2,  =  z'i  -h  jc'  -+-  y 

de  déterminant  impair,  opérée  sin-  l'expression 

2P^p  +  af-'  Vp^,  =  aP[Sp  +  As-  +  A,r.;+  2{xy  +...)], 
la  transforme  en  une  expression  analogue 

2p[Sp  +  (A  4-  2A^)2'^  +  4AA,z'r.',-4-  (A,  H-  ■iK\)z^ 

4-  (A  +  k^)x'^  +  (2A  +  2A,  -4-  2)x'j'  -f-  (A  +  A,)j-'-  +  .  ..]. 

Les  termes  en  x',r',  ayant  leurs  coefficients  pairs,  peuvent  être  joints 
aux  autres  termes  de  Ip^.,.  D'autre  part,  soit  k  un  entier  tel  que 
l'on  ait 

(A,  +  2A?)A-  =  AA,   (mod.  2>), 

et  faisons  :',-i-  kz'  —  r", .  Les  autres  termes  de  l'équation  précédente 
pourront  se  mettre  sous  la  forme 

(34)  Sp  +  (A  +  2A=  -  4A--)s"  -H  (A,  +  2A^)z",2. 

Or  on  a,  A  et  A,  étant  impairs,  ainsi  que  A, 

A,  +  2A'jssA,+  2  (mod.  8), 
A  +  2A=  -  4A-^  =  A-2  (mod.  8). 

On  pourra  donc,  en  appliquant  les  transformations  indiquées  plus 
haut,  mettre  l'expression  (34)  sous  la  forme 

Sp-+-(A  -  2)r-  4-    A,  -i-  2)27. 
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Or,  par  hypothèse,  on  avait  A  <4;  si  donc  il  différait  de  l'unité,  il 
était  égal  à  3;  donc  A  —  2  =  1.  Il  est  donc  prouvé  que  l'on  peut 
ramener  à  l'unité  le  coefficient  du  premier  carré. 

Supposons  enfin  que  Ip^.,  ne  contienne  ni  rectangle  ni  carré  isolé, 
mais  soit  de  la  forme  ir  -h  uv  +  c-.  On  emploiera  la  substitution  à 
déternunant  impair 

u  —  II'  —  A::'  —  A,  2',, 
V  =  4''  —  Ar'  —  A,z, , 
:;   =:  3z'  4-   u'  _f-  <.', 


qui  transformera  a^Ip  +  2?"^'  2^^,  eu 

a?[Sp-t-(9A  +  6A-)z'--i2AA,j'z,+  (9A,  +  ÔAfls',- 

+  (A  -H  A,  +  ^)u'-  +  (2A  +  2  A,  +  2)a'(>'  +  (A  + A,  +  2)«''^]. 

Les  termes  en  ^^',  v'  ont  ici  encore  des  coefficients  pairs,  et  devront 
être  comptés  dans  la  suite  -p+i-  Quant  aux  termes  en  z',  z\,  si  l'on 
pose 

(9A  +  6A-)A-=3.A-\,   (mod.  2'), 

z'  -h  kz\  =  z", 
ils  prendront  la  forme 

(35)  (9A  +  6\^)z"-  +  (9A,  +6A7-  4A-)s';. 

Ou  a  d'ailleurs 

9A +  6A^^9A  + 6^A  —  2  (mod.  8), 
9 A,  -h  6Aj—  4  ^^^^^9 A,  +  2E^A,  +  2, 

et  l'on  pourra,  par  une  transformation  convenable,  mettre  l'expres- 
sion (35)  sous  la  forme 

(A-2)s^-)-(A,  +  2)-.^ 
ce  qui  démontre  notre  proposition. 
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2°  Si  2p,,  est  de  la  forme  (  25)  ou  de  la  forme  (26),  on  pourra  sup- 
poser A  et  A,  <  4  ;  car  on  les  abaisserait  au  besoin  au-dessous  de  celte 
limite,  parla  Iransformation  indiquée  (n"  17). 

20  Enfin,  si  v,_,  est  de  la  forme  (26)  ou  (26),  on  peut  admettre 
que  A  et  A.  soient  égaux  à  lunité;  car  il  suffirait  pour  les  y  réduire 
d  ellacer  les  multiples  de  2'  dans  l'expression  2'-  ly_, 

De  même,  si  2,_,  est  de  la  forme  (a5)  ou  (26),  on  pourra  supposer 
A  et  A,  <  4. 

21.  La  détermination  du  nombre  de  solutions  de  la  congruence 

F  =  a,x^^^  ...  +  a,„^,?,  +  b,^x,jc.,-^  ...~c  (mod.  2'^) 

peut  maintenant  se  faire  sans  difficulté. 

Ramenons  cette  congruence,  par  un  changement  de  variables,  à  sa 
lorme  canonique 

(36)  F=22PVp==c  (mod.  2>). 

Soit  n  le  nombre  des  variables  qui  figurent  explicitement  dans  la 
congruence  transformée.  On  verra,  comme  au  n"  3  ; 

1°  Que  le  nombre  des  solutions  cherchées  est  égal  à  2^ ('"-«) Q, 
Q  étant  le  nombre  des  solutions  de  la  congruence  (36),  où  l'on  ne 
considère  plus  que  les  variables  qui  y  figurent  explicitement; 
^  2"  Que  si  1^  est  parmi  les  sommes  1,,  2,,...  la  première  qui  ne 
s'annule  pas,  on  aura  Q  =  o  toutes  les  fois  que  c  n'est  pas  divisible 
par  2^  Soient,  au  contraire,  c  =  2°'^/,  X  -  a  =  |ul;  on  aura 

Q  =  2-"'R, 
R  étant  le  nombre  des  solutions  de  la  congruence 

(^7)  ^  +  2l„^,-h..^d{nwd.2V-). 

Cela  posé,  nous  allons  montrer  que  la  détermination  de  II  peut  tou- 
jours se  ramener  à  un  problème  analogue,  mais  pour  un  module  <  2^ 
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22.   On  aura  en  général 

Za  ^  §^  -+-  5, 

Sjt  étant  nne  somme  de  rectangles,  telle  que  .r,  j-,  +  . . .  -+-  Xpjp  et  P 
se  réduisant  soit  à  zéro,  soit  à  l'une  des  formes  Az-,  Az^-t-A,2,, 
u^  -i- uv  -f  v-.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  généralité,  que  p  ne 
soit  pas  nul,  et  nous  distinguerons  deux  espèces  de  solutions,  suivant 
que  l'une  des  variables j,,...,j"p  est  impaire,  ou  qu'elles  sont  toutes 
paires. 

Le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  âe  j-,,...,  jp  (mod.  2^^)  qui  ne 
soient  pas  toutes  paires  à  la  fois  est  évidemment  égal  à  2^p  —  2^^~*^p. 
L'un  quelconque  de  ces  systèmes  étant  choisi,  et  j",,  par  exemple, 
étant  supposé  impair,  la  congruence  (37)  déterminera  sans  difficulté 
la  variable  x,  en  fonction  des  7^  —  p  —  i  variables  restantes ,  qui 
seront  arbitraires  et  pourront  être  choisies  chacune  de  2^  manières 
distinctes.  Donc  le  nombre  total  des  solutions  de  j)reraière  espèce  sera 

Passons  aux  solutions  de  seconde  espèce.  Posons 

Jt  =  27', ,  .  .  .,       Jp  =  2j;,  ,        X-H,  =  -an-,   +  -^.y,  +  •  •  •  +  ^pf^, 

la  congruence  deviendra 

(38)  î;  +  2li,  + ...  =  d  {mod.2^). 

Les  nouvelles  variables  j, ,, . . ,  j^,  ne  doivent  plus  varier  ici  que  de 
zéro  à  2^~'  —  i;  mais,  le  premier  membre  de  (38)  ne  changeant  pas 
de  valeur  (mod.  2^^)  lorsqu'on  augmente  de  2^~*  une  des  quantités 
j-\,...,  j-p,  il  est  clair  qu'on  pourra  étendre  leur  champ  d'excursion 
jusqu'à  1^  —  I,  pourvu  que  l'on  divise  par  2''  le  nombre  des  solutions 
obtenues  dans  cette  dernière  hypothèse. 

On  est  donc  ramené  à  chercher  le  nombre  Q'  de  solutions  de  la 
congruence  (38),  où  toutes  les  variables  se  meuvent  de  zéro  à  a''  —  i. 

25.  Premier  cas  .2  =  0.—  Le  nombie  Q'  sera  nul  lorsque  d  sera 
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impair.  Si  d  est  un  nombre  pair  id' ,  Q'  sera  égal  (lil)  à  2"R',  R'  étant 
le  nombre  des  solutions  de  la  congruence 

(39)  X.,  +  2,^2  +  ...=d'  (mod.  2^-' ), 

où  les  variables  ne  se  meuvent  plus  qu'au-dessous  de  ai^"'. 

La  congruence  (3c))  est  analogue  à  la  congruence  (37),  mais  son 
module  est  moindre.  Le  problème  est  donc  réduit,  comme  nous  l'avons 
annoncé  (21);  de  telle  sorte  que  nous  pouvons  passer  à  l'examen  des 
autres  cas. 

24.  Second  cas  :  c  =  Az^.  —  Si  ^  est  pair,  la  congruence  (38)  ne 
pourra  être  satisfaite  que  si  z  est  un  nombre  pair.  Posons  donc 

Z=2Z',        X-^,  =  -a-H2  +  AZ'^ 

On  aura  à  satisfaire  à  la  congruence 

2 X+,  +  4 -1+,  +  ...=d  (mod .  2i'- ), 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  celle-ci 

(40)  X^,  +  22:,,+ ...  =  '-'  (mod.at^'), 

où  la  variable  z'  se  meut  au-dessous  de  a"^"'.  On  peut  d'ailleurs  faire 
la  même  supposition  ])our  les  n  —  i  autres  variables,  pourvu  qu'on 
multiplie  par  2""'  le  nombre  des  solutions  trouvé.  Cela  posé,  la  con- 
gruence (4o)  ayant  un  module  moindre  que  la  congruence  ['^']),  le 
problème  est  encore  réduit. 

25.  Soit,  au  contraire,  d  impair;  z  sera  impair,  et  la  valeur  de  A 2^ 
restera  la  même  (mod.  2^)  pour  deux  valeurs  de  z  congrues  entre  elles 
sinvant  le  module  2'^"'.  On  aura  donc  Q'  =  ^Q^.,  Q^,  étant  le  nombre 
des  solutions  que  l'on  aurait,  en  supposant  que  z  ne  variât  plus  qu'au- 
dessous  de  a^~',  les  autres  variables  .x',  J",...  continuant  à  se  mouvoir 
jusqu'à  2^. 

Tome  XVII  (2^  série).  —  Novembre  18-2.  30 
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Supposons  iiiainlenant  [j.  >  3,  el  posons 

z  =  z' -h 'Ç  2^~- ,     a.' ^=.t' -{-B'i.^~' ,    j=j'=:rin^''~*,     d  =  d' +  <)2'''\ 

z'  étant  <  '21^"-,  x\j\  . . . ,  r/'  <  a''-"',  el  Ç,  5,  /:,... ,  â  égaux  à  zéro 
ou  à  I. 

Si  l'on  suppose  que  z,  x,  )',...  est  lui  système  de  solutions  de  la 
congruence 

(4i)  Az-  +  2X+,+  ■■■^d  (mod.  2"^), 

il  est  clair  que  z' ,  x' ,  j' ,...  satisferont  à  cette  congruence  pour  le  mo- 
dule 2''^"'.  Réci|M'oquement,  soient  z',  x',j\...  un  des  Qp._,  systèmes 
de  solutions  relatifs  à  ce  dernier  modide; 

D  =  f/(mod.2!^-')  :=d'  +  t?'2f^-' 

la  valeur  correspondante  du  premier  membre  de(4i)  :  on  vérifie  sans 
peine  que  z,  x,  /,...  satisferont  à  la  congruence  pour  le  module  2^, 
quels  que  soient  S.  v;, . . . ,  si  l'on  détermine  Ç  par  la  relation 

(AÇ  -+-(?')  =  (?  (mod.  2), 

ce  qui  est  toujours  possible  [*]. 

Chacune  des  n  —  i  quantités  £,^3,...  étant  susceptible  de  deux  valeurs, 
on  aura 

26.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  calculer  Qj. 

Effaçons  dans  la  congruence  (4i)  tous  les  multiples  de  8,  il  viendra 

Az-  +  2X+,  -H  4-a+2  =  '^  (mod.  8), 

ou,  plus  simplement,  z"  étant  congru  à  1  (inod.  8), 

(42)  2X+,  +  4-a+2^'i'— A  (mod. 8). 

[*]  Si  u.  n'était  pas  ]>  3,  le  terme  Ç'2"'~',  que  renferme  le  (lévelo|)pemcnt  de  A:', 
ne  serait  jiliis  zéro  (mod.  2!*),  ce  qui  troublerait  le  raisonnement. 
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Soit  t  le  nombre  des  variables  qui  figurent  explicitement  dans  cette 
équation;  les  autres  variables  prenant  les  diverses  valeurs  de  o  à  7, 
sauf  z,  qui  varie  de  o  à  3  seulement,  il  est  clair  que  l'on  aura 

Q3  =  2""-"-'R, 

R  étant  le  nombre  des  solutions  de  la  congruence  (42),  en  ne  lennnt 
])lus  compte  des  autres  variables. 

Cela  posé,  soient  respectivement  Tj,  U^  les  nombres  do  solutions 
des  congruences 

(43)  Sl^.E^è  (mod.4), 

(44)  2a+2=c  (mod.  2), 

il  est  clair  que  l'on  aura 

R  =  VTiU„ 

la  sommation  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de />,  6"  (mod  8\ 
qui  satisfont  à  la  congruence 

(45)  2/;  + 4cE^f/- A  (mod.  8). 

Or  il  est  aisé,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  h  et  de  c,  de  cal- 
culer Tj,  Ue- 

27.  Calculons  d'abord  Tj.  Soit  r  le  nombre  des  variables  contenues 
dans  2^+,.  Leur  champ  d'excursion  est  de  o  à  7;  mais  on  peut  évi- 
demment ne  les  faire  varier  que  de  o  à  3,  pourvu  qu'on  multiplie 
|)ar  2'  le  nombre  des  solutions  que  nous  allons  trouver. 

On  aura,  dans  le  cas  le  plus  général, 

X_^,  =:  S  -+-  e, 
s  étant  une  somme  de  rectangles  telle  que 

^tj\  ~l~  •  •  •  "+"  ^'qj qi 
et  z  une  expression  de  lune  des  formes 

A,z'f,      A,r;  +  Ao2.^,     «- 4- //t' +  f'. 

5o. 
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Supposons  d'abord  que  l'on  ait  simplement 

X.,  =  s- 

Les  solutions  de  la  congruence 

x,r,  +  . . .  4-  Xgjr,,=:b  (mod.  4) 

sont  de  deux  soites  :  celles  pour  lesquelles  J,,...,  J?  "^  sont  pas  tous 
pairs,  et  dont  le  nombre  sera  égal  à  (2=?  —  2')  2-"-"  (car  les  systèmes 
de  valeurs  non  paires  de  j\,...,Jq  sont  en  nombre  2''—  i\  et, 
l'un  d'eux  étant  donné,  on  pourra  déterminer  une  des  variables 
X,,. . . ,  X,  en  fonction  dos  7  —  1  autres  qui  resteront  arbitraires),  et 
celles  pour  lesquelles  j,,...,  J,  sont  pairs.  Il  n'y  a  aucune  solution  de 
cette  seconde  sorte  si  h  est  impair.  Si  b  est  pair,  on  posera 

Ji  =2  >■',,...,     j,/  =  2j;; 

la  congruence  deviendra 

(46)  x,j\  +  . . .  +  x,;-;  =  -    ( mod .  2) , 

et  le  nombre  de  ses  solutions  sera  évidemment  égal  à  2''  fois  le  nombre 
des  solutions  qu'elle  aurait  en  supi)osant  quex,,...,  x,,  de  mémo 
que  j,, . . . ,  Yq,  ne  variassent  que  de  o  à  i . 

Ce  dernier  nombre  s'obtient  aisément.  Si  -  est  impair,  l'un  des 
en  tiers  y,,...,  j'^  devra  être  impair,  et  l'on  aura  (2''  —  1)  2'"'  solutions, 
toutes  de  première  espèce.  Si  -  est  pair,  il  faudra  y  ajouter  les  2''  solu- 
tions de  seconde  espèce,  correspondant  à  _/,  see  . . .  ;^s  j-,  (mod.  2). 

Soient,  en  second  lieu,  8  =  0,  e  =  A,zj.  On  aura  à  satisfaire  à  la 

relation 

k^z\^^^b  (mod.  /j), 

laquelle  sera  impossible  si  i  ese  2  (mod.  4)  ou  b^^\^  +  2  (mod.  4), 
et  admettra  deux  solutions  si  Ôeeeso  ou  se  A,. 

Soient   maintenant   è  =  o,   ê  =  A,  27  +  A^zj.   Si  b  est  impair  et 
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Aj^Ao  (mod.  4),  on  aura,  en  posant  z,  pair,  z.,  impair,  4  solulions 
pour  A=  A,;  en  posant  s,  impair,  z.,  pair,  4  solutions  pour  b  =  A^; 
si  A,  ^Ao,  ces  8  solutions  se  concentreront  sur  cette  seule  valeur 

Si  b  est  pair  et  A,  ^  A^,  d'oîi  A,  -+-  A^sso,  on  aura  8  solutiofis  pour 
b^o,  aucune  pour  i^  a;  mais  si  A,  se;  A,,  on  aura  4  solutions  pour 
i^o,  4  pour  b^2. 

Soient  encore  -S  ==  o,  f  =  ir  -+-  11^+  v-.  On  aura  4  solutions  si 
b^o,  6  si  b  est  impair,  aucune  si  3  ses  2. 

Soit  enfin  2',^,  =  s  +  5.  La  congruence 

s  -\-  G^b  (mod.  4) 
aura  cvidomnicnt  un  nombre  de  solutions  représenté  par 

2t;t;, 

Tj,  T"  désignant  respectivement  les  nombres  de  solutions  des  con- 
gruences 

Ses^/5,     GES7(mod.4)> 

et  la  sommation  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  /3  et  de 
tels  que  l'on  ait 

^  -}-  y^b  (mod.  4)- 

28.  Le  calcul  de  U<:  se  fait  comme  le  précédent,  mais  plus  simple- 
ment. On  aura  d'abord  Uc=  2-*U^.,  s  étant  le  nombre  des  variables 
contenues  dans  ^a^a.  et  U^  le  nombre  des  solutions  de  la  congruence  (46) 
lorsqu'on  ne  les  fait  plus  varier  que  de  o  à  i . 

Si  la+2  se  réduit  à  la  forme  x,j',  -h  . . .  +  .r^  ^^,  la  congruence 

y,a^2  ==^  (mod.  2) 

n'aura  de  solutions,  si  c  est  impair,  qu'en  supposant  que  J,,---)  J'y  "<i 
soient  pas  pairs  à  la  fois.  Ces  solulions  seront  en  nombre  (2'  —  1)2'^'. 
Si  c  est  pair,  on  aura,  en  outre,  2'  solutions  de  seconde  espèce  à  ajouter 
aux  précédentes  pour  former  U,'. 

Si  2a+2  =  ^0'<  +  ■  •  •  +  •^.•J/  +  -^2-   (ou  +  Az-  +  A'z'-),  on  voit, 
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en  remarquant  que  A-^'^sz  (mod.  2),  que  la  relation  (44)  détinit  ;:; 
en  fonction  des  s  —  i  autres  variables  restantes,  qui  demeurent  arbi- 
traires. Donc  l][.  =  2'~' . 

Enfin,  si  1^+^  =  -^i  Ji  +  ■  •  •  +  ^c^^'i  +  ^'^'  +  «''  +  ''%  on  aura 

u-  -h  m'  -h  v"  ^^u  +  m>  -h  i'^{u  +  }){i'  -j-  1)  —  i    (mod.  2); 
d'où,  en  posant  //  +  1  =  Xt+i-,  <'  +  i  =/,+,, 

.r,  j,  +  ...  +  0-,+,  j,+,  =  c—  I    (mod.  2), 
con£;ruence  dont  le  nombre  de  solutions  est  connu  par  ce  qui  précède. 

29.  11  resterait  à  examiner  les  cas  où  a  =  2  ou  p.  =  i;  mais  la  ma- 
nière de  les  traiter  est  suffisamment  indiquée  par  ce  qui  précède. 

30.  Troisième  cas  :  t  =  \z-  +  A,zj.  —  Nous  distinguerons  plu- 
sieurs sortes  de  solutions,  suivant  que  les  variables  2,  r,  seront  paires 
ou  impaires. 

Si  z,  est  pair,  on  posera  z,  =  az'^,  z\  étant  une  nouvelle  variable 
dont  le  champ  d'excursion  est  de  o  à  2^~'  —  i,  mais  peut  être  poussé 
jusqu'à  2^—1,  pourvu  qu'on  ait  soin  de  diviser  par  2  le  nombre  des 
solutions  obtenues  dans  cette  nouvelle  hypothèse.  Posant  alors 

—  a+2    T^    -^1  •'l  — a+2l 

OU  aura  à  résoudre  la  congruence 

Az-  4-  aX^,  -t-  4-L,  -\-  ...^^cl  (mod.  2}, 

question  déjà  traitée  (n°'  24  à  29). 

Si  z,  est  impair,  mais  z  pair,  on  posera  z=  2  s',  et  l'on  aura  à 
résoudre  la  congruence 

A.cj  +  22U, +  4(X+2  +  Az-)  +  ...  =  (-/  (mod.  2), 

où  z,  est  supposé  impair;  question  déjà  traitée  (n°*  24  à  29). 
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Soient  enfin  z  et  z^  impairs.  Si  /Jt  >  3,  on  ramènera,  comme  au 
n°  25,  la  question  an  cas  où  /x  =  3,  et  la  congrnence 

kz:'  +  kr-\  +  2X+, +  4^a+.  =  '/  (mod.  8) 

se  réduit,  en  remarquant  que  s-s^zf  ^i,  à 

22:^,  +  /,2^„,=</_  A  -  A,   (mod.  8), 

congruence  analogue  à  celle  déjà  IraHée  au  n°  26. 

Nous  passons  ici  encore  sur  les  cas  où  fx  <  3,  car  ils  sont  implici- 
tement résolus  par  ce  qui  précède. 

31.  Quatrième  cas:  z  =  lâ -+- uv -\r  v\  —  Supposons  d'abord 
f/ impair;  l'une  au  moins  des  quantités  «,  %>  sera  impaire.  Soient  dans 
ce  cas  u,  v,  x,  _/,...  les  variables  contenues  dans  la  congn.ence 
donnée 

(47)  II-  +  UK<  -t-  p=  -f-  2  2^+,  +  ...^B^d  (mod.  21''). 

Posons 

u=ii'+n^-2^-\    i>=v'-\-K\'iy-\    j:=.r'H-x,  2i^-',...,    d=d'-\-d,2^-' 

n\  v',  x\.. .,  d'  étant  <  2^~' ,  et  «,,  v,,  a,,...,  d,  étant  égaux  à  o  ou 
à  I.  Si  u,v,a:,...  est  un  système  de  solutions  |)our  la  congruence  (47), 
il  est  clair  que  u',  i>',  x',...  satisferont  à  la  même  congruence  relative- 
ment au  modjiie  2!^"'.  Réciproquement,  soient  u',  v',  .t',...  un  système 
de  solutions  pour  le  modu'e  ai^"'  ;  on  aura 

u'-  -+-  iLv'  +  v'-  -\-  ...^E^d  (mod.  21^-'  )^^d+  èi^^   (mod.  2"^), 

et  u,  »',  .r, . . .  sera  un  système  de  solutions  de  la  congruence  pour  le 
modide  2'^,  si  l'on  a 

u' K\  +  i''«|  ^à  (mod.  2), 

relation  qui  pourra  toujours  servir  à  déterminer  l'un  des  entiers  v^ 
ou  ?/,,  car  u'  ou  v'  est  impair.  Tous  les  entiers  de  la  suite  ^/,,  t',,  x,,... 
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sauf  celui  dont  il  s'agit,  pourront  être  pris  à  volonté  égaux  à  o  ou 
à  I.  Donc,  si  l'on  désigne  par  t  le  nombre  des  variables  delà  con- 
gruence  (/17),  par  Q^,  le  nombre  de  ses  solutions  pour  le  module  a'^, 
on  aura 

Or,  si  fjt,  =  1,  la  congruence  (47)  se  réduit  à 

tr  +  itv  4-  i'^^d  (mod.  2)  ^s  1    (mod.  2), 

et  l'on  aura  ses  solutions  en  posant  ?i  =  i  et  r  =  o  ou  j,  ou  n  —  o, 
('  =  I,  avec  X,  j\...  arbitraires,  soit  3.  2'"-  solutions.  Donc  Q|  =  3.  2'"^. 

52.  Supposons  maintenant  d  pair;  11  et  v  devront  être  pairs.  Posons 
donc 

u  =  9.it',      V  =z  2v',     i,+2  +  u'-  +  u' i>'  -\-  <>'-  =  2[^_,', 

on  aura  à  résoudre  la  congruence 

2V„^,  +  4X.,+  .-.  =  ^  (mod.  21^), 


ou 


2„+,  +  22^,4-  ...=-  (mod.  2!^-'; 


Dans  cette  congruence,  les  <  —  2  variables  autres  que  11',  v'  se  meu- 
vent de  o  à  2!^  —  i;  mais  on  peut  borner  leur  champ  d'excursion  à 
2Î^""'  —  I,  pourvu  qu'on  multiplie  par  2'"-  le  nombre  R  des  solutions 
trouvées  dans  cette  dernière  hypothèse. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  R,  nombre  des  solutions  d'une 
congruence  prise  suivant  le  module  2^~* .  Donc  le  problème,  ici  encore, 
se  trouve  réduit. 

35.  Comme  exemple  numérique,  cherchons  le  nombre  des  solu- 
tions de  la  congruence 

23x^  +  2ixy  +  2J--  +  zy  -t-  Szx  +  z-  +  2X^fi  +  4^i  '' 
+  itiz  +  5ir  -+-  I  2«i'  +  /|('-  s=E  1 2  (mod.  82). 

Il  faut  commencer  par  la  ramener  à  sa  forme  canonique.  Pour  cela, 
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remarquons  que  le  coefficient  de  arj  est  impair,  et  celui  de  j'  pair. 
En  remplaçant  j  par  j  -h  ajc,  le  coefficient  de  x'  deviendra 


et  l'on  pourra  le  rendre  congru  à  zéro  (mod.  82).  A  cet  effet,  on  se 
rappellera  la  remarque  faite  plus  haut  que  si,  pour  une  certaine  va- 
leur a,  de  a,  on  a  A  =  2?/,  /  étant  impair,  A  sera  pour  a„  +  2?  de  la 
forme  2'/,  g  étant  >  p. 

On  posera  donc  successivement 


«  =  0, 

d'où 

A  =  /; 

a=    ,, 

d'où 

A  =  46   =2/; 

a  —.    \    -h    A   =  '5, 

d'où 

A  =  104  =  8/; 

a  =    []   +    8    =11, 

d'où 

A  =  i6z; 

«  =  I  I  -h  iG  =  27  E^ 

-5  ( 

mod.  32). 

Remplaçant  donc  j  par  j  —  5j:  dans  la  cong^ruence  donnée,  elle 
deviendra 

Jcj  -h  2j^  ■+-  zy  +  z*  +  ■3.A\J■^  +  . . .  Ess  1 2  (mod.  32), 

ou,  en  remplaçant  x  par  x  —  2j-  —  z, 

xy-{-  z'- -I-  2jf,^-,  -f-  4ri»'  +  2/zz  -I-  5«-  +  i2ii^'-t-4i''';^^  12  (mod.  32). 

Les  variables  x,  j"  sont  déjà  isolées.  On  isolera  la  variable  z,  dont  les 
rectangles  ont  des  coefficients  pairs  et  le  carré  un  coefficient  impair, 
en  la  remplaçant  par  r  —  u\  la  congruence  devient 

xj  -I-  :'-  -t-  ^2X^y^  +  4-'^f  ''  +  ''l"'  ■+-  i2«t'  -h  /fV-^  ï2  (mod.  32), 

et,  en  remplaçant^,  par  ^,  — v,  en  remarquant,  d'autre  part,  que 
les  termes  ^u'^  -h  i2Ui>  -i-  /ii'^  peuvent  être  ramenés  à  la  forme 
li{rr  -h  uv  -\-  v^)  par  une  transformation  opérée  sur  les  indices  ti 
et  t'(n°  13),  transformation  dont  il  nous  suffit  d'avoir  le  résultat  sans 
avoir  besoin  de  l'effecluer,  on  ramènera  la  congruence  à  sa  forme 
canonique 

(48)     xj-  -h  z-  -\-  2x,r,  -i-  /\{u'  -{-  uv  -\-  V-)  =^  \2  (mod.  32). 

Tome  XVII  (q«  série).  —  Décembre  i8-q.  -)  I 
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34.  Cherchons  ni.iintenant  le  nombre  N  de  ses  solutions. 

Si  y  est  impair,  z,  jt,,  .  . .  seront  arbitraires  et  x  délerminé,  ce  qui 
donne  iG.3.i'  solutions  de  première  espèce. 

Pour  avoir  les  solutions  de  seconde  espèce,  on  devra  changer  j'  en  2  ;■, 
et  leur  nombre  sera  |N,,  N,  étant  le  nombre  des  solutions  de  la  con- 
gruence 

(49)  i"  +  o.[x^y^  4-  xy)  +  4("'  -\-  uv  -\-  v'^)^\-3.  (mod.  Sa). 

Or  2  est  nécessairement  pair;  changeons-le  en  iz\  on  aura  N,  =  2''No, 
N2  étant  le  nombre  des  solutions  de  la  congruence 

(50)  .r,^',  +  ,rj^  H- 2(i<- +  «(' 4- ('- +  z'')  ^6  (mod.  16). 

Cette  nouvelle  congruence  ne  satisfait  plus  aux  conditions  imposées 
à  nos  formes  canoniques;  mais  nous  pourrons,  par  des  transformations 
d'indices  (qu'il  est  inutile  d'effectuer  pour  notre  objet  actuel),  trans- 
former li^  +  «i'  +  i'-  +  z-  en 

(i  -f-  4  +  4  +  4)-'  +  A?i'-  -t-  Vtiiiv'  +  Ct''^ 

A  et  C  étant  pairs  et  B  impair  (n°  11);  puis  remplacer  ces  trois  der- 
niers termes  eux-mêmes  par  le  produit  de  deux  nouvelles  variables 
a-2,^o  (n°8);  enfin  supprimer  les  multiples  de  8  dans  le  coefficient 
de  a'-  (n°  16),  ce  qui  réduira  la  congruence  (5o)  à  la  forme 

xy\  -4-  xj  +  2(.r27'2  ^-  5z'^)^6  (mod.  16). 

Cette  congruence  a  [xQr  —  8^)16*  solutions  de  première  espèce 
{y-,y\  non  pairs  à  la  fois),  et  a^N,  solutions  de  seconde  espèce,  Nj 
étant  le  nombre  des  solutions  de  la  congruence 

xy  -1-  x^  7-,  -+-  X2  r-2  -+■  5z'-  ^  3  (mod.  8). 

Or  cette  congruence,  n'ayant  de  solutions  que  si  y,  y,,  y  2  ne  sont  pas 
tous  pairs,  en  aura  en  tout  (8'  —  4')8'. 
Récapitulant  ces  résultats,  on  aura 

N=  16.3-2=+  2=[(i6^  -  8=)i6'  -I-  •2=(8^-4')8']  =  35.2^^ 
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Démonstration,  géométrique  d'une  proposition 
due  à  M.  Bertrand; 

Par  m.  a    MAIVNHEIM. 


Dans  une  Note  sur  la  théorie  des  normales  à  une  même  surface  ['J, 
M.  Bertrand  généralise  une  proposition,  qui  lui  est  due,  en  établissant 
une  relation  entre  les  positions  de  deux  normales  à  une  surface  menées 
aux  extrémités  de  deux  arcs  infiniment  petits  égaux  tracés  sur  cette 
surface  à  partir  d'un  point. 

Je  me  propose  aujourd'hui  de  montrer  comment  on  arrive  à  cette 
relation  en  faisant  usage  du  mode  de  représentation  des  norma- 
lies  que  j'ai  fait  connaître  dans  mon  Mémoire  sur  les  pinceaux  de 
droites  [**]. 

Soient  o{fig.  i)  le  point  de  la  surface  à  partir  duquel  on  trace  les 
directrices  de  deux  normalies,  0  l'angle  de  ces  directrices,  G  la  nor- 
male à  la  surface  au  point  o,J\,J.  les  centres  de  courbure  principaux 
de  la  surface  situés  sur  G. 

La  droite  auxiliaire/.'/j  d'une  normalie  étant  telle  que  V Ai\%\e J ,of  ^ 
est  droit,  l'enveloppe  des  droites  auxiliaires  de  toutes  les  normalies 
autour  de  o  est  une  conique  dont  G  est  un  des  axes,  dont/,,  /,  sont 
les  sommets,  et  dont  le  point  o  est  un  des  foyers. 

Supposons  que^îyâ  et/j'/î'  soient  les  deux  droites  auxiliaires  cor- 
respondant aux  deux  normalies  dont  les  directrices  conqirennent  entre 
elles  l'angle  6.  Je  prends,  par  rapport  à  G,   la   droite  hj  symétrique 


[*]  Journal  de  Mathématiques,  \"  série,  t.  XII,  p.  343. 
1**1  Ici.,  2'  série,  t.  XVII,  p.  loq. 
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àe  J[J'^  :  celte  droite,  les  deux  droites  auxiliaires  eij,jii  JiJ'i  so"* 
des  tangentes  à  la  conique  dont  je  viens  de  parler. 

On  sait  que  l'angle,  sous  lequel  on  voit  du  foyer  d'une  conique  les 
segments  interceptés  sur  des  tangentes  quelconques  de  cette  courbe 
par  deux  tangentes  fixes,  est  constant.  D'après  cela,  l'angle  y,  o/^'  est 


\\v 


-\_C 


->o 


égal  à  l'angle  /o«;  mais  le  premier  de  ces  angles  indique  sur  la  figure 
l'angle  que  comprennent  entre  elles  les  directrices  des  normalies  dont 
les  droites  auxiliaires  sont  /('y,,  y," /j.  Nous  voyons  ainsi  que  l'angle  ion 
est  égal  à  Q. 

Les  côtés  de  l'angle  y^',//',  déterminent  sur  les  deux  transversales  o/j,, 
o/i,  des  segments  entre  lesquels  on  a  la  relation 

mais  op\  =  o^;  on  a  donc 


ingÔ=- 


-■1 

np  op, 


Si  nous  supposons  que  les  directrices  sont  des  courbes  géodési- 
ques  :  ow,  o«,  sont  les  rayons  de  première  courbure,  et  op,  0/7,  les 
rayons  de  seconde  courbure  de  ces  directrices. 
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On  peut  alors  écrire  celte  relation  ainsi  : 

,        fis        Hs 

tans&  = 71 

1  +  îl 

(/.t        ds 

en  introduisant  les  angles  de  contingence  de  ces  courbes  et  les  angles 
que  comprennent  entre  eux  les  plans  osculateurs  infiniment  voisins. 
Supprimons  dans  cette  formule  le  facteur  ds,  il  vient 

taneô  =  ^^^^,-, 
qui  est  la  relation  que  l'on  doit  à  M.  Bertrand. 
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Sur  la  sur/arc  gauche,  lieu  des  normales  principales 
de  deux  courbes; 

Par  m    a.  MANNHEiai. 


«  Sur  la  surface  gauche  formée  par  l'ensemble  des  rayons  de  cour- 
»  bure  d'une  courbe  donnée,  peut-on  tracer  une  seconde  courbe  dont 
»  les  génératrices  de  la  surface  soient  aussi  des  rayons  de  courbure?  » 

Cette  question  fut  proposée  aux  géomètres  par  M.  de  Saint-Venant 
dans  son  Mémoire  sur  les  lignes  courbes  non  planes  [']. 

M.  Bertrand  y  a  répondu  le  premier  [**],  en  donnant  la  relation  qui 
doit  exister  entre  les  deux  rayons  de  courbure  d'une  courbe  pour  que 
les  normales  principales  de  cette  courbe  soient  en  même  temps  nor- 
males principales  d'une  autre  courbe. 

Dans  le  travail  actuel,  j'établis  très-simplement  et  géométriquement 
la  relation  due  à  M.  Bertrand,  en  faisant  usage  de  la  droite  aujciliaire 
dont  j'ai  donné  la  construction  et  les  propriétés  dans  mon  Mémoire 
sur  les  pinceaux  de  droites  et  les  norinalies  ['"]■ 

En  outre,  après  avoir  démontré  une  propriété  de  la  surface  gauche 
dont  les  génératrices  sont  les  normales  principales  de  deux  courbes, 
j'étends  à  cette  surface  toutes  les  propriétés  dont  jouit  un  pinceau 
quelconque  de  droites. 

J'arrive  ainsi  à  des  résultats  nouveaux  qui  ne  rappellent  à  l'esprit 
rien  d'analogue  :  c'est  que  la  marche  suivie  pour  les  obtenir  n'est  elie- 
niéme  analogue  en  rien  aux  procédés  jusqu'ici  employés  pour  hi 
démonstration  des  vérités  géométriques. 


[*]  Journal  de  l'École  Polytechnique,  3o'  cahier. 

[**]  Journal  de  Mathématiques,  i"  série,  t.  XV,  p.  332. 

["*]  Id.,  1"  série,  t.  XVII,  p.  109. 
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Désignons  par  (o)  une  courbe  gauche,  par  o  un  point  de  cette  courbe, 
par  G  la  normale  principale  en  ce  point  et  par  (G)  la  surface  gauche 
formée  par  les  normales  principales  de  (o). 

La  courbe  (o)  est  une  trajectoire  orthogonale  des  génératrices 
de  (G),  et,  comme  son  plan  oscnlateur  au  point  quelconque  o  est  tan- 
gent à  (G),  nous  voyons  que  : 

Théorème  l.  —  Une  courbe  quelconque  est  iiiie  li^Jie  as)-mptotiqiie, 
qui  rencontre  à  angle  droit  les  génératrices  de  la  surface  formée  par 
ses  normales  principales. 

Réciproquement  : 

Théorkme  il  —  Lorsque  la  trajectoire  orthogonale  des  génératrices 
d'une  sur/ace  gauche  (G)  est  une  ligne  asymptotique  de  cette  surface, 
elle  a  pour  normales  principales  les  génératrices  de  (G). 

La  question  posée  par  M.  de  Saint-Venant  équivaut  donc  à  celle-ci  : 

PnoBLÎcME  L  —  Dans  quel  cas  peut-on  tracer  sur  une  surface  gauche 
deux  lignes  asjmptotiques,  trajectoires  orthogonales  des  génératrices 
de  cette  surface? 

Je  dis  d'abord  que  : 

Théorème  IIL  —  S'il  y  a  plus  de  deux  lignes  asjmptotiques  d'une 
surface  gauche  qui  rencontrent  à  angle  droit  une  génératrice  de  cette 
sur/ace,  il  y  en  a  une  infinité. 

Appelons  toujours  (G)  la  surface  gauche  et  G  une  génératrice  de 
cette  surface.  Les  asymptotes  des  indicatrices  de  (G)  pour  les  différents 
points  de  G  appartiennent  à  un  hyperboloïde  :  hyperboloïde  oscnla- 
teur de  (G)  le  long  de  G.  Sur  cet  hyperboloïde  il  n'y  a  que  deux 
génératrices  de  l'un  des  systèmes  qui  rencontrent  à  angle  droit  une 
génératrice  de  l'autre  système. 

On  voit  ainsi  que,  généralement,  il  y  a  deux  lignes  asymptotiques 
de  (G)  qui  rencontrent  G  à  angle  droit. 

S'il  y  en  a  plus  de  deux,  c'est  que,  au  lieu  d'un  hyperboloïde  oscn- 
lateur, il  y  a  un  paraboloïde  oscnlateur,  et  alors  toutes  les  lignes  asym- 
ptotiques de  la  surface  gauche  rencontrent  G  à  angle  droit. 

Revenons  maintenant  à  la  question  précédemment  posée  et  d'abord 
modifions-en  l'énoncé. 
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Menons  par  les  différents  points  d'une  courbe  (o)  des  plans  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  normales  principales  de  celte  courbe. 
Ces  plans  enveloppent  une  surface  développable  (T)  qui  est  la  surface 
rectifiante  de  (o). 

Les  plans  osculateurs  de  (o)  étant  normaux  à  cette  développable,  la 
courbe  (o)  est  une  ligne  géodésique  de  la  surface  (T).  Ainsi  : 

Théorème  IV.  —  La  surface  [G),  lieu  des  normales  principales  d'une 
courbe  (o),  est,  relativement  à  la  surface  rectifiante  de  cette  courbe, 
une  normalie  dont  la  directrice  est  une  ge'ode'sique  de  cette  surface 
rectifiante. 

Réciproquement  : 

Théorème  V.  —  5/  l'on  prend  une  géodésique  pour  directrice  d'une 
normalie  à  une  surface,  cette  courbe  est  une  asymptotique  de  cette 
normalie. 

Toute  surface  parallèle  à  (T)  coupera  cette  normalie  suivant  une 
trajectoire  orthogonale  des  génératrices  de  cette  surface;  et,  pour  que 
cette  ligne  soit  une  asymptolique  de  cette  normalie,  il  faut  qu'elle  soit 
une  géodésique  de  la  surface  parallèle  qui  la  détermine. 

Notre  question  revient  donc  à  celle-ci  : 

Problème  II.  —  Etant  données  une  surface  développable  (T)  et 
une  normalie  à  cette  surface  dont  la  directrice  est  une  géodésique  (o) 
de  (T),  dans  quel  cas  pourra-t-on  déterminer  une  surface  (T')  parallèle 
à  (T)  qui  soit  coupée  aussi  par  cette  normalie  suivant  une  géodésique? 

Appelons  [a)  la  courbe  d'intersection  de  (T')  et  de  la  normalie,  et 
supposons  que  cette  courbe  soit  une  géodésique  sur  (T').  Alors  la 
transformée  de  celte  courbe  après  le  développement  de  (T')  sera  une 
ligne  droite.  (T)  et  (T'),  étant  des  surfaces  parallèles,  ont  leurs  généra- 
trices parallèles  entre  elles.  Après  le  développement  de  ces  surfaces, 
ces  génératrices  parallèles  deviennent  les  tangentes  aux  transformées 
des  arêtes  de  rebroussement  de  (T)  et  (T'),  et  toutes  ces  tangentes 
peuvent  être  placées  de  manière  à  être  respectivement  parallèles 
entre  elles.  Ces  tangentes,  ainsi  correspondantes,  sont  coupées  par  les 
droites  transformées  de  (o)  et  de  (a)  sous  des  angles  dont  la  différence 
est  égale  à  l'angle  que  ces  droites  font  entre  elles.  Par  suite,  les 
courbes  (o)  et  (a)  elles-mêmes  rencontrent  les  génératrices  de  (T)  et  (T') 
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sous  des  angles  dont  la  différence  est  constante,  on,  ce  qui  revient  au 
même,  aux  points  o  et  a,  où  les  courbes  (o)  et  [a)  rencontrent  une 
même  génératrice  de  la  normalie,  les  tangentes  à  ces  courbes  com- 
prennent entre  elles  un  angle  qui  est  le  même,  quelle  que  soit  la  géné- 
ratrice considérée. 

Mais  cet  angle  mesure  l'angle  que  font  entre  eux  les  plans  tangents 
en  o  et  rt  à  la  normalie,  et,  comme  ces  jilans  tangents  ne  sont  autres 
que  les  plans  osculateurs  des  courbes  (o)  et  (a),  nous  pouvons  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

THiioRÈMK  VI.  —  Lorsque  deux  courbes  admettent  les  mêmes  nor- 
males principales,  les  plans  osculateurs  de  ces  courbes  aux  points  où 
elles  rencontrent  une  même  normale  font  entre  eu:r  un  angle  qui  est  le 
même,  quelle  que  soit  cette  normale  [*]. 

Reprenons  les  courbes  (o)  et  [a)  ayant  les  mêmes  normales  princi- 
pales. Appelons  toujours  (G)  la  surface  formée  par  ces  normales,  G  une 
génératrice  de  cette  surface,  o  et  a  les  points  de  rencontre  de  cette 
droite  avec  les  deux  courbes  (o)  et  [a),  G'  une  autre  génératrice  de  (G), 
i  et  /  les  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec  les  courbes  (o)  et  [a). 
Nous  savons  que  (G)  est,  par  rapport  à  (T),  une  normalie  dont  la  di- 
rectrice est  une  géodésique  de  (T). 

Amenons  la  génératrice  G'  en  coïncidence  avec  G,  le  point  l  venant 
en  o,  et  le  plan  tangent  en  /  à  (G)  coïncidant  avec  le  plan  tangent  en  o 
à  cette  même  surface.  Alors  le  point/  vient  en  a  et  le  plan  tangent  en  / 
coïncide  avec  le  plan  tangent  en  a. 

Amenons  ainsi  en  coïncidence  avec  G  toutes  les  génératrices  de  (G), 
et  entraînons  en  même  temps  que  ces  génératrices,  et  avec  chacune 
de  ces  droites,  un  élément  infiniment  petit  de  la  surface  (G). 

Ces  élément^infiniment  petits,  réunis  de  cette  façon,  constituent  les 
surfaces  élémentaires  d'un  pinceau  dont  G  est  un  rayon,  o  et  «  les 
Jojers  de  ce  rayon,  et  dont  les  plans  tangents  en  ces  points  sont  les 
plans  focaux. 


[']  Voir  Théorie  nouvelle  géométrique  et  mécanique  des  lignes  à  double  courbure, 
par  P.  Serret,  p.  log,  et  Journal  de  Malliématiques,  i"  série,  t.  I,  p.  223. 

Tome  XVU(  3"  série).  —  Décembbe  1872.  59 
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Étudions  ce  pinceau  au  moyen  des  droites  auxiliaires   relatives  à 

ces  surfaces  élémentaires. 

Prenons  o  pour  origine,  et  traçons  sur  un   plan  quelconque  mené 

par  G  la  droite  auxiliaire  de  l'une  des  surfaces  élémentaires. 

Pour  cela,  élevons  dons  ce  plan  la  perpendiculaire  an!  à  G  [fi%-  i); 

menons  du  point  o  la  droite  oa!  faisant  avec  la  perpendiculaire  ox  à  G 


l'angle  a,  que  les  plans  tangents  en  o  et  a  font  entre  eux  :  une  droite  «/j, 
qui  contient  a',  peut  être  considérée  comme  la  droite  auxiliaire  d'une 
des  surfaces  élémentaires  du  pinceau. 

Si,  par  exemple,  cette  surface  élémentaire  provient  de  l'élément 
infiniment  petit  de  (G)  le  long  de  G',  alors  on  est  le  rayon  de  première 
courbure  p  de  (o)  pour  le  point  de  rencontre  i  de  G'  et  de  (o),  op  est 
le  rayon  de  seconde  courbure  r  de(o)  pour  le  même  point  /. 

Le  pied  c'  de  la  perpendiculaire  oc'  abaissée  de  o  sur  np  se  projette 
sur  G  au  point  c  :  ce  point  c  est  ce  que  devient  le  point  central  de  (G) 
sur  G'  lorsque  G'  coïncide  avec  G.  Enfin  l'inclinaison  de  oc'  sur  ox 
est  l'angle  9  que  le  plan  central  pour  la  génératrice  G'  fait  avec  le  plan 
tangent  en  i  à  (G). 

Les  triangles  fon  et  a! an  sont  semblables;  ils  donnent 
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ou,  en  désignant  simplement  par  a  la  distance  focale  oa, 


langg 

p-«' 


que  I  on  peut  écrire 

(0 


(anga 


Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  rayons  de  courbure  de  (o), 
dont  les  normales  principales  sont  les  normales  principales  d'une  autre 
courbe  [a). 

La  relation  (i)  peut  s'écrire 

a      p 

0  =  a  -h  ^ !-; 

'  tanga  r 

mais  -  est  égal,  comme  on  le  voit  sur  la  figure,  à  la  tangente  de  l'angle  (p, 

et,  comme  le  plan  central  contient  la  génératrice  de  la  dévelop- 
pable  (T),  y  est  l'angle  que  fait  avec  celte  génératrice  la  tangente  à  la 
courbe  (o).  La  dernière  relation,  que  l'on  peut  écrire 

a  =  a  -\ cotç, 

'  tanga         ' 

établit  donc  la  liaison  qui  existe  entre  les  rayons  de  courbure  d'une 
géodésique  tracée  sur  une  développable  et  les  angles  sous  lesquels  cette 
courbe  rencontre  les  génératrices  de  cette  surfiice  lorsque  les  normales 
principales  de  celte  courbe  sont  les  normales  principales  d'une  autre 
courbe. 

Nous  avons  dit  que  on  et  op  étaient  le  rayon  de  première  et  de  se- 
conde courbure  de  (o)  ;  il  est  facile  de  construire  les  rayons  de  cour- 
bure de  [a).  Il  suffit,  pour  cela,  de  construire  la  droite  auxiliaire  de 
la  surface  élémentaire  considérée  précédemment  en  prenant  le  point  a 
pour  origine  :  on  élève  au  point  c'  une  perpendiculaire  à  la  droite  ac'. 
On  obtient  ainsi  la  nouvelle  droite  auxiliaire  Ti,p,.  Le  segment  an,  est 
le  rayon  de  première  courbure  p,  de  la  courbe  (<z),  et  le  segment  an, 
est  le  rayon  de  seconde  courbure  de  la  même  courbe. 

52.. 
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Problème  III.  —  Cherchons  maintenant  quelles  relations  il  y  n 
entre  les  rayons  de  courbure  des  courbes  (o)  et  [a)  qui  ont  les  mêmes 
normales  principales. 

Prolongeons  la  droite  n^p^  jusqu'au  point  a"  où  elle  rencontre  ox  : 
la  droite  a'a"  est  perpendiculaire  à  ox;  les  triangles  a/j,  a"  et  oa'p  sont 
semblables.  Ils  donnent 


que  l'on  peut  écrire 


Telle  est  la  relation  fort  simple  qui  existe  entre  les  rayons  de  seconde 
courbure  des  courbes  (o)  et  [a). 

On  peut  énoncer  ainsi  ce  résultat  : 

Théorème  VII.  —  Le  produit  des  rayons  de  seconde  courbure  de 
deux  courbes  qui  ont  les  mêmes  normales  principales  pour  les  points 
situés  sur  une  même  normale  est  constant,  quelle  que  soit  cette  nor- 
male. 

La  figure  que  nous  employons  peut  s'appliquer  à  un  élément  quel- 
conque de  (G).  Quel  que  soit  cet  élément,  la  droite  auxiliaire  corres- 
pondante, en  prenant  le  point  o  pour  origine,  sera  une  droite  passant 
par  le  point  a'. 

Il  résuite  de  là  que  les  points  tels  que  c'  appartiennent  à  la  circon- 
férence G  qui  passe  par  les  points  o,  a,  a',  a". 

Les  droites  auxiliaires  relatives  au  même  élément  infiniment  petit 
de  (G),  lorsqu'on  prend  le  point  o  ou  le  point  a  pour  origine,  passent 
toujours  par  le  point  a'  ou  jiar  le  point  a",  et  elles  se  coupent  sur  la 
circonférence  C. 

On  aura  donc  pour  les  différents  éléments  de  (G)  des  droites  telles 
que  c'a',  c'a",  qui,  jointes  aux  deux  droites  c'a,  c'o,  formeront  un 
faisceau  de  quatre  droites  donnant  toujoiu's  lieu  au  même  rapport 
anharmonique. 

Les  droites  de  ce  faisceau  coupent  G  aux  quatre  points  o,  a,  n,  n, 
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donnant  lieu  à  un  rapport  anharmonique  qui  sera  alors  aussi  le  même 
pour  les  différentes  génératrices  de  (G)  ;  mais  n  et  n,  sont  des  centres 
de  courbure  de  (o)  et  de  [a).  Nous  pouvons  donc  dire  : 

Théorème  VIII.  ~  Les  points  où  deux  courbes  ayant  les  mêmes 
normales  principales  rencontrent  une  de  leurs  normales  et  les  centres 
de  courbure  de  ces  courbes  situés  sur  cette  normale  déterminent  quatre 
points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant,  quelle  que  soit  la 
normale  considérée. 

Ce  théorème  exprime  sous  une  forme  particulière  la  relation  qui 
existe  entre  les  rayons  de  première  courbure  p  et  p,  des  courbes  (o) 
et  (a).  Nous  allons  établir  directement  cette  relation. 

Nous  avons  trouvé 

a 
tanga         a 

d'où 

<t 
langa  a 

'"    "       p" 

On  a  de  même  pour  la  courbe  (a) 

a 

En  faisant  le  produit  membre  à  membre  de  ces  deux  relations,  il  vient 


I  4- 
P  "   " 


;:) 


Remplaçant  rr,  par  sa  valeur  -. —  >  o 
(3)  cos^a  =  M  —  - 

Les  relations  (2)  tt  (3)  obtenues  directement  sur  notre  figure  sont 


4i4  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

beaucoup  plus  simples  que  celles  qui  avaient  été  données  jusqu'à 
présent. 

La  même  figure,  qui  va  nous  conduire  encore  à  de  nombreux  résul- 
tats, permet  d'établir  aussi,  comme  je  vais  le  montrer,  une  relation 
qui  se  trouve  dans  le  Mémoire,  déjà  cité,  de  M.  Bertrand. 

Deux  génératrices  infiniment  voisines  G  et  G,  de  la  surface  (G) 
déterminent  sur  les  courbes  (o)  et  [a)  des  arcs  infiniment  petits  ds,  ds, , 
qui  sont  entre  eux  dans  le  rapport  de  oc'  à  ac'  [*]. 

Mais  on  voit  sur  la  figure  que 


on  a  donc  la  relation 


ds 

7Ï7,  ' 

qu'il  s'agit  d'établir. 

Reprenons  le  pinceau  dont  les  surfaces  élémentaires  ont  été  obte- 
nues en  réunissant  toutes  les  génératrices  de  (G),  ainsi  que  les  éléments 
infiniment  petits  le  long  de  ces  génératrices. 

Les  propriétés  de  la  surface  (G)  vont  se  déduire  immédiatement  des 
propriétés  de  ce  pinceau.  Pour  les  énoncer  plus  facilement,  j'appellerai 
projection  d'un  point  de  cette  surface  sur  une  génératrice  G  le  point  de 
rencontre  avec  cette  droite  de  la  courbe  partant  du  point  et  qui  coupe 
orlhogonalenient  les  génératrices  de  (G). 

Les  théorèmes  VII,  VIII,  IX,  X,  etc.,  de  mon  Mémoire  sur  les  pin- 
ceaux nous  donnent  les  théorèmes  suivants,  qui  sont  entièrement 
nouveaux  : 

Théorème  IX.  —  La  surface  (G),  lieu  des  nomiales  principales  de 
deux  courbes  (o),  [a),  est  telle  que  ses  points  centraux  pour  ses  diffé- 

[*]  Voir,  ilans  mon  Mémoire  sur  les  pinceaux  de  droites,  la  noie  au  bas  de  la 
page  i48. 
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rentes  génératrices  se  projettent  sur  un  segment  déterminé  d'une  quel- 
conque de  ses  génératrices. 

Les  extrémités  de  ce  segment  sont  les  projections  des  points  cen- 
traux, que  j'appellerai  points  limites.  J'appellerai  aussi  distance  cen- 
trale la  distance  d'un  point  central  à  la  courbe  (o). 

Cette  distance  centrale  acquiert  ses  valeurs  extrêmes  aux  points 
limites. 

Théorème  X.  —  La  distance  comprise  sur  une  même  normale  entre 
les  points  a  et  o  des  courbes  {a)  et  (o)  est  égale  à  la  différence  des 
distances  centrales  des  points  limites  multipliés  par  le  siruis  de  l'angle 
quejont  entre  eux  les  plans  osculnteurs  de  (a)  et  (o)  aux  points  a  et  o. 

Théorème  XL  —  Si,  dans  un  plan  passant  par  G,  on  porte,  sur 
des  perpendiculaires  à  cette  droite  élevées  des  projections  des  points 
centrau.T  de  (G)  et  à  partir  de  ces  points,  des  longueurs  égales  au.v 
paramètres  de  distribution  de  [G]  qui  correspondent  respectivement  à 
ces  points  centrau.r,  les  extrémités  des  longueurs  ainsi  portées  sont  sur 
une  circonjérence  de  cercle. 

Théorème  XIL  —  j^ux  points  limites  de  la  surface  (G)  les  plans 
centraux  font  avec  la  courbe  (o)  des  angles  dont  la  différence  est  égale 
à  un  angle  droit. 

Ces  plans  centraux  aux  points  limites,  je  les  appellerai  plans  prin- 
cipaux. 

Prenons  l'angle  que  le  plan  central  en  un  point  central  quelconque 
de  (G)  fait  avec  la  courbe  (o),  l'angle  analogue  pour  l'un  des  plans 
principaux,  et  désignons  par  u  la  différence  de  ces  angles. 

Désignons  par  l  la  distance  centrale  pour  le  point  central  que  nous 
considérons,  par  /,  et  l^  les  distances  centrales  des  points  limites. 

On  a 

/,  cos^w  +  /j  sin^w  =  /. 

Cette  relation  peut  être  considérée  comme  une  équation  de  la  ligne  de 
striction  de  (G)  écrite  dans  un  système  particulier  de  coordonnées. 

Si  nous  disons  que  <o  est  l'inclinaison  d'un  plan  central  sur  l'un  des 
plans  principaux,  alors  les  coordonnées  employées  dans  l'équation 
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précédente  sont  la  distance  centrale  pour  un  point  central  et  l'incli- 
naison sur  l'un  des  plans  principaux  du  plan  central  correspondant. 

Théorème  XIII.  —  Lorsque  deux  points  de  la  ligne  de  striction 
de  (G)  ont  même  distance  centrale,  les  plans  centraux  qui  correspon- 
dent à  ces  points  sont  également  inclinés  sur  les  plans  principaux. 

Théorème  XIV.  —  Le  produit  des  paramètres  de  distribution  de  (G) 
relatif  aux  deux  génératrices  de  cette  surface  pour  lesquelles  les  points 
centraux  ont  même  distance  centrale  est  égal  au  produit  des  distances 
de  l'un  de  ces  points  centraux  aux  courbes  [a],  (o). 

Théorème  XV.  —  Les  génératrices  de  (G)  pour  lesquelles  cette  sur- 
face a  même  paramètre  de  distribution  ont  leurs  points  centraux  res- 
pectivement à  la  même  distance  des  courbes  [a),  (o). 

Appelons  k  le  paramètre  de  distribution  de  (G)  poiu-  une  génératrice 
quelconque  G,  A,,  Aj  les  valeurs  extrêmes  de  A,  et  (|;  l'excès  de  l'angle 
que  le  plan  central  pour  G  fait  avec  le  plan  langent  en  o  sur  l'angle 
que  le  plan  central  relatif  à  la  génératrice  dont  le  paramètre  de  distri- 
bution est  maximum  lait  avec  le  même  plan  tangent. 

On  a 

A  =  k,  cos-  '\>  -+-  Ao  bin"  <|i. 

A  partir  d'un  point  quelconque  h  de  G,  traçons  la  trajectoire  ortho- 
gonale [b)  des  génératrices  de  (G). 

Soit  h  le  point  de  G  pour  lequel  le  plan  tangent  en  ce  point  à  (G) 
fait  avec  le  plan  tangent  en  b  un  angle  /5. 

Désignons  par  h  la  distance  hb  du  point  h  k\a.  courbe  [b]  ;  sur  chaque 
génératrice  de  G,  il  y  a  un  point  tel  que  h.  On  a  la  relation 


--P 


dans  laquelle  |3  est  un  angle  constant,  h,,  lu  sont  les  valeurs  extrêmes 
de  h,  et  a  l'inclinaison  du  plan  tangent  en  b  sur  l'un  des  plans  princi- 
paux, inclinaison  comptée  comme  nous  l'avons  dit  précédemment. 
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Dans  le  cas  particulier  où  l'angle  jS  est  droit,  on  a  simplement 

I  cos'a         sin'a 

Jt  ~  "AT  "*"  ~lh" 

On  peut  remarquer  que  h  est  pour  le  point  b  le  rayon  de  courbure 
géodésique  de  la  courbe  {b)  qui  est  tracée  sur  (G). 
EnBn  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XVI.  —  On  prend,  sur  une  trajectoire  orthogonale  [b) 
des  génératrices  de  (G),  deux  points  b,,  b.,,  tels  que  les  plans  tangents 
en  CCS  points  fassent  avec  l'un  des  plans  principaux  des  angles  dont 
la  différence  soit  égale  à  un  droit.  On  parcourt  sur  [b].,  à  partir  de  ces 
points,  des  arcs  injiniment  petits  de  même  longueur;  les  plans  tangents 
en  b,  et  ij  à  (G)  tournent  alors  respectivement  d'un  certain  angle: 
la  somme  de  ces  angles  est  constante,  quelle  que  soit  la  position  des 
points  b,,  b^  sur  [b]. 

Si  l'on  se  reporte  aux  démonstrations  que  j'ai  données  des  propriétés 
d'un  pinceau  quelconque,  on  aura,  par  cela  même,  les  démonstrations 
des  théorèmes  précédents. 

Remarquons  en  terminant  que  la  Géométrie,  à  propos  d'un  sujet 
déjà  souvent  étudié,  m'a  permis  d'énoncer  un  grand  nombre  de 
théorèmes  absolument  nouveaux,  et  qu'elle  indique  aussi  les  éléments 
que  l'on  doit  considérer  dans  I  étude  des  surlaces  réglées  ainsi  que 
les  systèmes  de  coordonnées  qu'd  serait  avantageux  d'introduire. 


Tome  XVII  (i"  séria).  —  Dêcïmbue  1872. 
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Sur  la  publication  d'un  cours  de  Physique  mathématique 
professé  à  Paris  en  1867  et  1868; 

Par   m.  Emile  MATHIEU. 


L'Ouvrage  que  je  publie  en  ce  moment  a  en  vue  les  méthodes  d'in- 
tégration on  Physique  mathématique,  et  je  me  propose  d'indiquer  en 
quelques  mots  en  quoi  il  consiste. 

Les  intégrations  des  équations  aux  différences  partielles  de  la  Phy- 
sique présentent  un  caractère  particulier  qui  les  distingue  des  intégra- 
tions que  l'on  rencontre  dans  les  autres  branches  des  Mathématiques. 
En  général,  les  fonctions  que  l'on  y  cherche  satisfont  non-seulement 
à  ces  équations  dans  l'intérieur  d'une  surface,  mais  elles  satisfont,  de 
plus,  sur  cette  surface  à  de  certaines  équations  que  l'on  appelle  les 
conditions  aux  limites. 

Il  y  a  bien  une  partie  de  la  Mécanique,  l'Hydrodynamique,  à  laquelle 
se  rapporterait  ce  genre  d'intégration;  mais  presque  toutes  les  ques- 
tions de  cette  théorie  sont  tellement  compliquées,  qu'il  est  presque 
impossible  de  les  résoudre  complètement  par  une  analyse  rigoureuse. 
Après  avoir  bien  précisé  la  forme  analytique  d'un  problème  de 
Physique  mathématique,  il  est  évident  que  l'on  pourrait  à  ce  problème 
suljstituer  une  question  d'analyse  pure;  mais  il  convient  de  remarquer 
qu'on  lui  ôterait  par  là  presque  toujours  de  son  intérêt  et  de  sa  clarté  : 
c'est  ce  que  nous  ferons  facilement  comprendre  par  des  exemples. 
Prenons  d'abord  le  problème  de  la  corde  vibrante.  On  peut  intégrer 
son  équation  par  les  fonctions  arbitraires,  comme  le  fit  d'abord 
d'Alembert;  alors,  si  l'on  se  reporte  à  la  question  physique,  il  est 
évident  qu'on  ne  pourra  déterminer  les  deux  fonctions  arbitraires 
qu'en  se  donnant  le  dé[)Iacemenl  et  la  vitesse  de  chaque  point  de  la 
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corde  à  l'instant  initial  ;  enfin  on  comprend  que  ces  deux  conditions 
ne  sont  pas  encore  suffisantes  |)onr  la  détermination  complète  de  ces 
fonctions,  et  qu'il  est  nécessaire  de  se  servir  de  la  fixité  des  extrémités 
de  la  corde.  Il  y  a  aussi  de  ce  problème  une  autre  solution,  et  qui  rend 
bien  mieux  compte  du  phénomène  étudié  :  c'est  la  solution  exprimée 
par  la  série  trigonométrique  de  Daniel  Bernoulli.  En  effet,  le  premier 
terme  de  cette  série  donne  le  son  fondamental  rendu  par  la  corde,  et 
les  termes  suivants  donnent  les  différents  harmoniques  qui  l'accom- 
pagnent. 

Comme  second  exemple,  prenons  une  des  questions  les  plus  simples 
de  la  théorie  de  la  chaleur,  et  imaginons  qu'on  veuille  trouver  la  tem- 
pérature d'équilibre  d'un  corps  dont  on  entretient  les  différents  points 
de  la  surface  à  des  températures  données.  Il  est  tout  de  suite  évident 
que  le  problème  est  entièrement  déterminé.  Si  Ton  observe  que  la 
température  et  que  les  flux  de  chaleur  à  l'intérieur  du  corps  .sont  des 
fonctions  continues,  ce  problème  revient  à  cette  question  d'analyse  : 
On  demande  une  fonction  V  qui  soit  continue  dans  l'intérieur  d'une 
surface,  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre,  qui  satisfasse  à  l'équa- 
tion aux  différences  partielles  AV=:  o  dans  l'intérieur  de  cette  surface, 
et  qui  ait  sur  cette  surface  même  des  valeurs  données.  Mais  alors  ce 
n'est  plus  que  par  une  analyse  difficile  que  l'on  reconnaît  que  le  pro- 
blème est  entièrement  déterminé. 

Voici  encore  un  point  que  je  tiens  à  faire  remarquer  : 

Presque  fous  les  problèmes  de  Physique  mathématique  se  résolvent 
à  l'aide  de  séries,  et  chacune  de  ces  solutions  donne,  en  général,  une 
formule  pour  la  représentation  des  fonctions  arbitraires  d'une,  de  deux 
ou  de  trois  variables  au  moyen  d'iuie  série  qui  est  convergente  dans 
des  limites  indiquées  par  la  question.  Ainsi,  par  exemple,  la  formule 
du  mouvement  vibratoire  d'une  membrane  d'une  forme  déterminée 
donne  immédiatement  la  représentation  d'une  fonction  arbitraire  de 
deux  variables  par  une  série  double  qui  est  convergente  dans  l'étendue 
marquée  par  les  limites  de  la  membrane. 

Parmi  toutes  ces  séries,  les  géomètres  qui  se  livrent  surtout  aux 
Mathématiques  pures  n'ont  considéré  que  les  séries  de  sinus  et  de 
cosinus  qui  procèdent  suivant  des  arcs  multiples,  et  la  série  des  Y„ 
de  Laplace  ;  mais  ce  qu'il  faut  bien  remarquer,  c'est  que  ces  séries 
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ne  correspondent  qu'à  un  premier  pas  fait  dans  la  Physique  mathé- 
matique, et  les  démonstrations  que  l'on  a  données  pour  prouver  que 
ces  séries  peuvent  représenter  une  fonction  donnée  arbitrairement  et 
sont  convergentes  ne  sonl  pas  susceptibles  d'être  étendues  aux  séries 
dont  nous  parlons. 

Les  premières  recherches  d'intégration  en  Physique  mathématique 
ont  été  faites  pour  la  corde  vibrante,  dont  la  théorie  a  été  étudiée  par 
d'Alembert,  Euler,  Taylor,  Daniel  Bernoulli  et  Lagrange.  Les  recher- 
ches que  l'on  doit  citer  ensuite  sont  celles  de  Laplace  sur  l'attraction 
des  sphéroïdes;  puis  viennent  les  travaux  de  Poisson  et  de  Fourier  :  la 
plupart  des  résultats  obtenus  par  Fourier  ont  été  réunis  par  lui  dans 
sa  Théorie  analytique  de  la  chaleur.  Enfin  nous  mentionnerons  les 
ouvrages  remarquables  publiés  par  Lamé  dans  ces  vingt  dernières 
années. 

J'ai  voulu,  rians  mon  Traité,  revenir  sur  les  premières  questions  étu- 
diées; car  non-seulement  Lamé  a  laissé  entièrement  de  côté  l'historique 
dans  ses  livres,  mais  il  n'y  a  pas  remis  en  lumière  tous  les  résultats  de 
ses  prédécesseurs. 

J'ai  exposé  la  substance  principale  du  livre  que  je  publie  dans  un 
Cours  complémentaire  de  la  Sorbonne;  mais,  en  publiant  ce  Cours, 
j'ai  dû  y  faire  des  additions  et  des  modifications  qui  l'ont  considéra- 
blement amélioré.  Je  vais  indiquer  d'une  manière  très-succincte  la 
matière  de  chaque  Chapitre. 

Le  Chapitre  I  renferme  la  théorie  de  la  corde  vibrante  et  les  pre- 
mières recherches  de  Fourier  sur  la  théorie  de  la  chaleur. 

Le  Chapitre  II  traite  des  surfaces  isothermes  et  des  coordonnées 
curvilignes;  j'y  ai  mis  sur  ces  théories  de  Lamé  tout  ce  qui  était  néces- 
saire à  mon  sujet.  Ce  Chapitre  se  termine  par  un  article  que  j'ai  publié 
autrefois  sur  l'écoulement  des  liquides  dans  les  tubes  capillaires. 

Le  Chapitre  III  se  rapporte  à  l'équilibre  de  température  des  cylin- 
dres; cette  question  a  été  traitée  par  Lamé,  mais  elle  exigeait  des 
améliorations.  Je  montre,  comme  je  l'ai  déjà  fait  dans  ce  Journal 
(t.  XIV,  1869)  [*],  que  les  équations  aux  différences  partielles  de  la 

[*]  Mémoire  sur  le  mouvement  de  la  température  dans  le  corps  renfermé  entre  deux 
cylindres  circulaires  excentriques  et  dans  les  cylindres  lemniscatiques. 
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Physique,  mises  en  coordonnées  curvilignes,  peuvent  cesser  d'avoir 
lieu  sur  certaines  lignes  ou  certaines  surfaces,  et  que,  si  l'on  n'y  prenait 
attention,  les  résultats  des  intégrations  seraient  entièrement  faux. 

Dans  le  Chapitre  IV,  on  trouve  les  recherches  de  Sturm  sur  les 
équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  publiées  dans  le 
premier  volume  de  ce  Journal  (i"^*  série). 

Dans  le  Chapitre  V,  j'ai  exposé  la  théorie  du  mouvement  vibratoire 
des  membranes;  on  v  doit  remarquer  principalement  la  théorie  de  la 
membrane  de  forme  elliptique,  que  j'ai  publiée  d'abord  dans  ce  Journal 
(t.  XIII,  1868). 

Le  Chapitre  VI  contient  les  recherches  de  I.aplace  et  de  Poisson  sur 
la  distribution  de  la  chaleur  dans  une  sphère. 

Le  Chapitre  VII  est  relatif  à  la  distribution  de  la  chaleur  dans  un 
milieu  indéfini  et  aux  températures  du  globe  terrestre.  Je  résous  le 
problème  le  plus  général  de  ce  Chapitre  par  des  form\dcs  plus  simples 
que  celles  qu'avait  données  Poisson. 

Dans  le  Chapitre  VIII,  j'examine  l'équilibre  do  température  de  l'el- 
lipsoïde; ce  problème  a  été  entièrement  résolu  par  Lamé,  mais  l'ex- 
position qu'il  en  a  donnée  était  susceptible  de  simplifications,  qui 
m'étaient  indiquées,  d'une  part,  par  les  réflexions  générales  auxquelles 
m'avait  conduit  le  sujet  du  Livre  et,  d'autre  part,  par  les  recherches 
de  Jacobi  et  de  fll.  Liouville  sur  les  coordonnées  elliptiques. 

Le  Chapitre  IX,  sur  le  refroidissement  d'un  ellipsoïde  planétaire, 
m'appartient  entièrement.  La  méthode  que  j'emploie  pourrait  facile- 
ment être  étendue  à  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 
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Sur  un   théorème   de  Poisson; 
Pak  m    h.  LAURENT 


Poisson,  dans  lo  Journal  de  l'Ecole  Polj technique  (i5*  Cahier),  a 
montré  que,  si  a,,  a,,...,  a^,  /3,,  /So,...,  /?*  étaient  les  intégrales  d'un 
problème  de  Dynamique  dont  les  variables  sont  p^,  p^  — ,  (y,,  '/n,  .., 
on  avait  identiquement,  en  appelant  t  le  temps, 

fl{a.i,  «,)  _  ^ 


(it 

r/{«„ 

P;) 

rff 

'^(P.-, 

P/) 

On  comprend  toute  l'importance  du  théorème  de  Poisson.  En  effet, 
si  (a,,  c/.j)  ne  se  réduit  pas  identiquement  à  une  constante  ou  à  une 
combinaison  des  intégrales  déjà  trouvées,  ce  sera  une  nouvelle  inté- 
grale. Les  fonctions  (a,,  af)  ne  sont  pas  les  seules  qui  jouissent  de  cette 
propriété  remarquable  de  se  réduire  à  des  constantes,  et  j'ai  déjà 

prouve  que  le  determuiant ■ — ■ '—'  louissait  de  la 

^  ^  0['h,  'h.,--- .  /'.,  ih,    ■■,pk)  ■' 

même  propriété,  ce  qui  peut  servir  à  déterminer  la  dernière  intégrale 
quand  on  connaît  les  2k  —  i  autres. 

Je  vais  prouver  maintenant  que  la  somme 

/      \  /  ^         V  D(a).,  a..,  a„  a.) 

^  ^  ^^  ^{Qh  'Ijy  l'i^  Pj 
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jouit  de  la  même  propriété.  Je  pose,  pour  abréger, 


(«) 


Dla,,  g»  g,,  g.)  _  „ 


Eu  différenliant  la  formule  {m),  on  a 
on 

^  _  V  'i^  iL'hi  -i-  '1^  —  — 

~dt         ^  ds',     àl  <l'li  ''*?    de  <('li 

'I 

ce  que  l'on  peut  écrire 


-~2d\ds\    dt  d,i,'^   ds)    dt  d,,j         dr    dt  dm         di)   dt  dpj] 


ou  bien,  en  ayant  égard  à  la  formule  suivante,  où  H  est  la  constante 
des  forces  vives, 

d  dx.  /dti 

II         \         dl\,j  (d\\ 


dtd,j-\d.,-r  ''^/' 


,/t     ^\  ds\  \dqj     V      dt]  \dfi    V      '/■>,  \'''/ 


Je  dis  que  le  second  membre  de  cette  formule  est  identiquement  nul  ; 
en  effet,  il  contient  deux  termes  en  -f^  :  par  exemple,  le  premier 
a  pour  coefficient 

Y  ^  ^'  =  o 

^    r/.j    dpj 


l'autre  a  pour  coefficient 

■^  dB-ij  dx. 


:=   O. 

ds)    dpj 
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Les  termes  en  - — —  ont  pour  coefficients 

dq,  dpj  r 

^  dK(j  doL,  y^  d^jj  da.^ 

~^  ~dF,    d^j  2à~d^  df.' 


c'est-à-dire  —  R  et  +  R.  Leur  somme  est  donc  nulle;  donc  enfin 

de 


dt 


o. 


et,  par  suite,  0  reste  constant  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 
Il  est  clair  que  la  démonstration  précédente  peut  être  généralisée. 
Et  si  l'on  pose 


/  \        v^  D(ax,  a»,  a,,  o-,  ou,  at 

«x,  «PL,  «v,  «p.  a„  «E   ^x  !>'        ?»        <. 


la  quantité  («>,  a^,,  a^,  «j,  a^,  as)  sera  encore  constante  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement.  On  arrive  ainsi,  comme  cas  particulier,  à  ce 
théorème,  que  le  déterminant  de  toutes  les  intégrales  est  une  con- 
stante. 

On  peut  s'assurer  par  un  calcul  direct  que  la  somme  de  détermi- 
nants dont  je  viens  de  parler  ne  se  réduit  pas  identiquement  à  une 
constante  ou  à  une  combinaison  d'intégrales  déjà  trouvées.  Prenons, 
par  exemple,  les  équations  canoniques 


dx' 

dx 

dt  -■>' 

dr 

dz' 

dz 

d-t  =  ^^- 

On  vérifie  aisément  que 

^   a  =  a:-  —  x'-,     y  =  zx'  —  xz' 
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sont  des  intégrales;  et  si  l'on  forme 

y    D(a.  ^,7.  ^')  _ 

on  trouve 

{xz  —  .r'z')(jz  —  j'z')  =  const.  =  9. 

Or  je  dis  que  0  n'est  pas  une  fonction  de  a,  /3,  7,  c?,  ou,  si  l'on  veuf, 
je  dis  qu'en  faisant  7  —  o,  â  =  o,  on  ne  peut  pas  calculer  0  en  fonc- 
tion de  «  et  |3.  En  effet,  7  =  0,  à  —  o  donnent  '^  =r:  -  =  ^  r=  X, 
et  l'on  a 

6  =  xjz-{i-a')-; 

(1  _  X)  peut  s'éliminer,  et  l'on  aurait 

Si  l'on  différentic  ces  équations  en  laissant  a  cl  [j  constants,  on  doit 
avoir  dO  =z  o.  Or  on  a 

2 a,3  z</i;  1=  6 f/jtj  -t-  xjd9,     (i  xdx  — -  ujdf  ; 

dQ  ne  peut  pas  être  identiquement  nul;  donc,  enfin,  0  ne  peut  être 
fonction  de  a  et  ]3. 

c.    Q.    F.    D. 


Tome  XVII  (i"  série)    —  Décembiie  1872. 
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Note  sur  l'intégration  d'une  certaine  classe  d'équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre; 

Par  J.  GRAINDORGE, 

Docteur  es  sciences,  Répétiteur  ii  l'Université  de  Liège. 


Dans  un  Mémoire  publié  en  i'}8/j  [*],  Monge  a  considéré  l'équation 
du  second  ordre 

(i)  Rr+Sj  +  T/  =  U, 

R,  S,  T,  U  étant  des  fonctions  de  cc,j,  z,  p,  q. 
Il  énonce  le  théorème  suivant  : 
Soient 

deux  intégrales  satisfaisant  aux  équations 

dy  —  mdx  =  o^ 


^^'  \   Rindp +  Tdq —  Umdx  =  0, 

dans  lesquelles  m  est  l'une  des  racines  de  l'équation 
(3)  Rm-— Sw-f- T  =  o; 

l'équation 

sera  une  intégrale  première  de  la  proposée. 

Si  donc  m'  et  m"  sont  les  deux  racines  i\c  l'équation  (3),  on  obtient 

[*]  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  1784,  p.  128. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  A»? 

deux  intégrales  du  premier  ordre  de  l'équation  (i),  et  l'on  peut  facile- 
ment en  déduire  l'intégrale  générale. 

Monge  n'a  pas  appliqué  sa  méthode,  ni  aucun  géomètre  après  lui, 
aux  cas  particuliers  où  l'une  quelconque,  ou  bien  deux  des  dérivées 
du  second  ordre  r,  s,  t  ne  figurent  pas  dans  la  proposée.  11  n'est  ce- 
pendant pas  difficile  d'éviter,  par  un  artifice  bien  simple,  les  résultats 
illusoires  que  présente  alors  le  procédé  de  Monge.  C'est  ce  que  je  me 
propose  de  montrer  dans  cette  Note. 

1°  Si  R  =  o,  l'équation  (i)  devient 

(4)  S.ç  +  T<=U. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (3),  qui  donne,  en  général, 

S±v'S'— 4RT 


(5) 


m  = 


2R 


se  réduit  à  la  suivante  : 

Sto  — T=  o. 

On  en  déduit 

T 
,»  =  -• 

Cette  valeur  de  m  nous  donne,  pour  les  équations  (2), 

(6)  %  =  l^    TH<i-lldr  =  o. 

Quant  à  la  seconde  valeur  de  m,  elle  est,  comme  on  le  sait,  infinie, 
et  donne  des  résultats  illusoires. 

Maison  peut  transformer  les  équations  (2)  de  la  manière  suivante. 

Observons  d'abord  que,  pour  ?«  =  x  ,  on  a 

t  d.c  j  „ 

—   =  —  :=  O,       OU       aX  =  O. 

m        tly 
En  outre,  de  (5)  on  tire,  pour  la  valeur  correspondante, 

54.. 
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et  pour  R  =  o,  il  vient 

liniRm  =  S. 

On  a  ainsi  le  nouveau  système 

(7)  dx  =  o,     Sdp  +  Tdq  -  Udy  =  o. 
1°  Lorsque  T  =  o,  l'équation  (()  devient 

(8)  Rz+S^rpU. 

On  a  alors,  d'après  (3), 

s 
m  ^  o,     171  =  —■ 


R 


De  !a  valeur  m  —  —^  on  déduit 


(9)  £.  =  F    sdp-udr^o. 

La  valeur  m  =  o  donne 

dr  =  o, 

et  la  seconde  des  équations  (2)  est  illusoire. 
Mais  de 


S  —  .  S'— 4RT 

m  = p      — ' 

2R 


;lut 


T  _S4-  y/S'— 4RT 
m  2 

en  faisant  T  =  o,  on  a 

T 

lim  —  =  S. 

m 

La  seconde  équation  (2)  doiuie  alors 

Rdp  -h  Sdc/  —  Ur/jT  =  o, 
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et  l'on  a  le  système 

(10)  dj-  ^  o,     Wdj)  -h  Sdij  —  Udx  =  o. 

3"  Lorsque  R  =  o,  T  =  o,  l'équation  (i)  se  réduit  à  la  suivante  : 
(m)  S^  =  U. 

Les  lieux  systèmes  compris  dans  (2)  de\iennent  alors 
<lx  —  o,     Sdp  —  Vdj-  =  o, 


'^^  I   dr  =  o,     Sdq  -  Vdx  =  o. 

Renianiue.  —  On  pourrait  d'ailleurs  trouver  ces  deux  relations,  ainsi 
quclcsprécéicntes,  en  remplaçant  s  par  sa  valeur  déduite  des  équations 

i^dp  —  rdx  -I-  sdy, 
^  \   dq  =  sdx  -1-  tdy. 

Tirant  s  de  la  première,  et  substituant  dans(i  i),  on  a 

Sdp  —  Srdx  =  Udy  ; 
d'où 

Sdj>  =  Udj, 
dx  =  o. 

De  même,  en  substituant  dans  fii)  la  valeur  de  s  tirée  de  la  seconde 
équation  (i  3),  il  vient 

Sdq  -  Stdj  =  Udx. 

Par  suite, 

Sdq  =  Udx, 

dj  =  o. 
application.  —  Soit  l'équation  du  second  ordre 

('4)  pqi'  —  {■  +  /^'")-f  =  ") 
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qui  appartient  aux  surfaces  dont  les  lignes  de  l'une  des  courbures  sont 

situées  dans  des  plans  parallèles  au  plan  des  z.v. 

Celte  équation  est  de  la  forme  (8)  :  les  deux  systèmes  (9)  et  (10) 
nous  donnent 

(I)  —  =. ^,     dp  ^o\ 

^     '  dx  pq  ' 

(II)  (Y)- =  o,     pqdp  —  (i -h  ir)dq  —  o. 

Or  du  système  (II)  on  tire  facilement 

j"  =  const., 


|3v'i-(-/j'=  V- 
Par  conséquent,  l'équation 


(i5)  ci  =  s'i-^p-'f{f) 

sera  une  première  intégrale  intermédiaire  de  l'équation  (i/j). 
D'un  autre  côté,  le  système  (I)  nous  donne 

flp  ^  o     ou     p  =  u. 

En  combinant  cette  dernière  équation  avec  les  relations 


' 

dy                 I  4-  a- 

dx                    aq 

dz  =  pdx  +  qdy, 

on  obtient 

adz  +  dx  =  0; 

d'où 

az  -4-  .r  =  j3. 

Par  suite,  l'équation 

(.G) 

jc  +  pz^cp{p\ 

sera  une  seconde  intégrale  intermédiaire  de  (i4)- 
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Il  nous  reste  maintenant  à  intégrer  l'équation 

dz  =  pdx  +  7f^/j 

ce  que  l'on  pourrait  faire  en  prenant  y  e\  p  pour  variables  indépen- 
dantes [*]. 

Mais,  en  appliquant  la  méthode  de  Jacobi,  on  peut  se  contenter 
de  la  première  intégrale  intermédiaire  (i5). 

En  effet,  on  en  déduit  le  système  d'équations  différentielles  ordi- 
naires 

dy  ilx  <lp 

'     ~   —Pf'ix)  ~    o 

On  a  donc,  d'après  cela, 

p  =  ar, 
par  suite, 


q=^\l\  +  a\f'{jr). 
Remplaçant  />,  q  par  ces  valeurs  dans 

(Iz  =  pdx  ■+-  qdj  , 
il  vient 


dz  =  a,  dx  +  V  I  +  <^'if'{j)(iy\ 
d'où 


z  -  y(a,)  =^a,x  -+-  Vi  +  «?/(j)- 

L'intégrale  générale  s'obtient  alors  en  éliminant  a^  entre  les  deux 
équations 

s-y(a,)  -a,x  -  \li  +  a'\f{j)  =  0, 

\ji  +  a] 
Ce  sont  les  deux  équations  auxquelles  M.  Serret  est  arrivé. 

[*]  Voir  le  Traité  de  Calcul  intégral  de  M.  Serret,  p.  663. 
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En  appliquant  les  résultats  que  je  viens  d'exposer  ci-dessus  aux 
équations  considérées  par  Laplace  (*),  on  parvient  très-rapidement 
aux  formules  que  l'auteur  de  la  Mécanique  céleste  a  trouvées  |)ar  de 
nombreuses  transformations. 


[*]  Mémoires  de  l' Jcadcmie  des  Sciences,  1773. 


FIN    DU    TOME    DIX-SEPTIÈME    (2*    SÉRIe). 
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